DIE DIFFERENTIALGEOMETRIE DER UNTER-
MANNIGFALTIGKEITEN DES R.
KONSTANTER KRUMMUNG*

BY
WALTHER MAYER

EINLEITUNG: DIE STELLUNG DES PROBLEMS

Wie eine Strecke durch ihre Linge, ein Dreieck durch seine Seiten und
eine Kurve durch ihre Bogenlinge und die Kriimmungen bis auf eine Kon-
gruenz-Transformation im R, konstanter Kriimmung bestimmt sind, so ist
auch die e-dimensionale Fliche (F,, e=1, 2, - - -, —1) des R, konstanter
Kriimmung durch ein System von invarianten Formen bis auf ihre Lage im
R, festgelegt.

Wir meinen damit den Kongruenz-Satz:

Kongruente F, haben gleiche Formen-Systeme und umgekehrt.

Zu der Aufgabe der Herstellung eines die F, vollstindig bestimmenden
Formen-Systems tritt ganz natiirlich die, die Bedingungen dafiir anzugeben,
dass es zu einem gegebenen System von Formen eine F, dieses Formen-Systems
gibt. (Fiir die F, des euklidischen R;: die Gauss’schen resp. Codazzi’schen
Relationen.)

Die beiden so skizzierten Probleme wurden 1924 von C. Burstin und dem
Verfasser gelost (das zweite Problem fiir das vollstindige System der “Mass-
tensoren”); die Darstellung (sieche Duschek-Mayer, Lekrbuch der Differen-
tialgeometrie, in der Folge als Lekrbuch zitiert) benutzt aber Hilfs-Beine, die
die Normal-Vektorraume der F, aufspannen, und die zwar ohne Schaden
eingefiihrt werden kénnen, aber als “fremdes Element” einen Schonheitsfeh-
ler fiir die Darstellung bedeuten.

In der nun vorliegenden Arbeit wird dieser “Schénheitsfehler” beseitigt.t
Die neue Darstellung hat damit den Vorzug, mit den Koordinaten des
Raumes R, und den Parametern der Fliche F, allein auszukommen: Bein-
Indizes gibt es keine.

Es ist natiirlich klar, dass sich in dieser Darstellung dann alle geometri-
schen Verhiltnisse im Formalismus klarer zu erkennen geben, unverwischter,
da zwischen Objekt und Symbol sich nichts fremdes mehr einschiebt.

* Presented to the Society, April 20, 1935; received by the editors December 12, 1934.

t Es soll damit nicht behauptet sein, dass die urspriingliche Darstellung (Lekrbuck) nun iiber-

fliissig geworden ist, da gerade fiir die Behandlung spezieller Probleme sich die Einfiihrung von
Hilfs-Beinen als zweckmissig erweist.
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Die vorliegende Arbeit hat bereits einen Vorginger: Eine mit C. Burstin
gemeinsam verfasste, aber vom Schreiber allein ausgearbeitete Schrift
(Monatshefte fiir Mathematik und Physik, vol. 35 (1928), pp. 87-110: Uber
das vollstindige Formensystem . . . ) enthilt eine solche Hilfs-Bein-freie Dar-
stellung der Theorie.

Methodische Unzulidnglichkeiten aber, aus dem natiirlichen Bestreben
entstanden, fiir die Darstellung der Vektoren von Vektorraumen ausschliess-
lich unabhingige Basis-Vektoren zu verwenden, hatten eine Unsymmetrie in
der Behandlung gleichartiger Objekte zur Folge, die nicht in der Natur des
Problemes liegt.

Es galt also das Widerstreben zu beseitigen, eine nicht linear unab-
hingige Vektor-Basis fiir die Beschreibung zu verwenden, und damit jenes
Basis-Bein voll zu benutzen, das sich véllig natiirlich dem Geometer dar-
bietet.

Eine Neubearbeitung der erwihnten Schrift erschien uns auch umso er-
strebenswerter, als die hier gebotene Theorie keine triviale Verallgemeinerung
der Verhiltnisse des Dreidimensionalen darstellt, sondern im Gegenteil ganz
neue Erkenntnisse vermittelt.

Dies klar hervortreten zu lassen war auch unser Hauptbestreben. Wir
gingen daher auch viel genauer ein auf die geometrische Natur aller auftre-
tenden Grossen, als dies in der erwihnten Schrift und in der Darstellung des
Lehrbuchs geschah.

Es war dabei nicht immer leicht, sich der Lockung eines allzuliebevollen
Eingehens in die Details zu entziehen, doch geschah dies im Interesse der
Einheitlichkeit der Darstellung.

Was das verwendete Formen-System betrifft, so kann eine solches auch
fiir die F, eines beliebigen Riemannschen Raumes definiert werden (Schluss-
paragraph).* '

Da es aber in einem solchen Raume den Begriff einer Kongruenz nicht
gibt, so hat das so definierte Formen-System keine besonders tiefe Bedeu-
tung.

Aus didaktischen Griinden werden in der vorliegenden Arbeit (wie im
Lehrbuch) zuerst die Verhiltnisse im Euklidischen besprochen. Der Leser
braucht dann, sobald rechtwinklige kartesische Koordinaten eingefiihrt
werden, von einem “verallgemeinerten Ricci-Kalkiil” nichts zu wissen.

Es geniigen gerade jene Kenntnisse des Tensor-Kalkiils, die dem feld-
theoretisch orientierten mathematischen Physiker heutzutage geldufig sind.

Den R, konstanter Kriimmung erledigen wir im Schlussparagraphen.

*I. A. Schouten und E. R. van Kampen, Uber die Kriimmung einer V , in Va, Mathematische
Annalen, vol. 105 (1931).
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1. DiE ScEMIEG- UND NORMAL-VEKTORRAUME DER F, IM EUKLIDISCHEN R,

Wie in der Einleitung erwihnt, benutzen wir in unserer Darstellung die
sogenannten rechtwinklig-kartesischen Koordinaten zur Beschreibung des
euklidischen R,. Die zuldssigen Koordinatentransformationen, nimlich die,
welche den Masstensor

0, ik,

1 * .'=6,'=
1 &ik 13 {l, i=k,

numerisch invariant lassen, nennt man ortogonale Transformationen. Als
Punkt-Transformationen aufgefasst, stellen sie die Kongruenz-Transforma-
tionen des euklidischen R, dar. .

Die F, liege in der Parameterdarstellung vo

(2) xi:xi(yl”"’yo) (i=1,---,mn).

Was Stetigkeit und Differenzierbarkeit der in der Folge auftretenden Funk-
tionen betriffit, so setzen wir sie voraus, soweit unser Problem es erheischt.
Es wire ja von gar keinem Nutzen, den Gedankengang jedesmal zu unter-
- brechen, um diese differentialgeometrisch unwesentlichen Voraussetzungen
an jeder Stelle genau zu fixieren. '
Wir betrachten nun den beliebigen Punkt P der F,; in ihm sind durch die
¢ Raum-Vektoren™®

ax,-
©) — (¢=1---,D
9y

ein /-Bein aufgespannt: der erste Schmieg-Vektorraum oder Tangential-Vek-
torraum I, der F..

Der Tangential-Vektorraum I, hingt von der Wahl der Flichenparameter
(y1, - - -, ¥e) nicht ab. Ist nimlich

Yo = }-’n(yl, ] ya):

(4) g '
Yo = ¥p(Fr, - -+, Fe)

* Wenn wir von einer geometrischen Grosse als Raum-Tensor sprechen, so meinen wir den
Transformationscharakter bei Verinderung der Raumkoordinaten allein (also bei Fixierung der
Flichenparameter y1, * « + , ¥,).

Ebenso wollen wir von einer Grésse als Flichen-Tensor sprechen, sobald wir ihren Transfor-
mationscharakter bei Verinderung der Flichenparameter allein beschreiben.

So werden wir ein und dieselbe Grésse je nach Notwendigkeit einmal als Raum-Tensor und ein-
mal als Flichen-Tensor ansprechen.

Wenn der gemeinte Tensorcharakter aber ohne weiteres einzusehen ist, werden wir die nihere
Angabe (Raum- resp. Flichentensor) spiterhin unterlassen. (Also besonders bei jenen Grossen, die
nur Raum- oder nur Flichenindizes enthalten.)
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eine Parametertransformation, so folgt aus

(5) 0x; dx; 0y, ax; dx; 99,
_— = ,
95, 9yr 05, 9y, 99, 9y,

sofort die Identitit der Vektorraume

ER 0x;
0 (25 g {220,

9yp 99
Als Flachengrossen aufgefasst, d.h. bei Transformation der y, sind die
9x;/dy, (i=1, - - - , ) ein System von # kovarianten (Flichen) Vektoren.

Der zweite Schmieg-Vektorraum I, im Punkte P der F, ist definiert durch
Gesamtheit der Raum-Vektoren

ax.- 62x.-
) = .
0y, 9y,0y,
Wie der Tangential-Vektorraum I, ist auch dieser Vektorraum von der Wahl

der Flichenparameter unabhingig.
In der Tat gilt ja neben (5) das durch Differentiation von (5) abgeleitete

System

0%x; dx; 9%y, 9%x; 9y, 9y,

= -_— )

(8) 09,05, 0y 93,09, 0¥:0y: 09, 9F,
9%x; dx; 9%y, 9%x; 99, 979,

Y50y, 95, 0y,0Y, 95,05, 9y, 0¥,

Aber aus (5) und (8) folgt die Invarianz des I, gegen Parametertransforma-

tionen.
Die Relationen (5) und (8) sind nur Spezialfille einer durch Rekursion

herzuleitenden allgemeinen Formel

Ot L 3y, 3y, A1 okx;
- : - = — LI — B + E _(. .. ),
) 0Fp, * = * OFps 0Yr, - - OYry 9Fp, V5, k=1 OYr;* ** OYr,
Ohag Ohx; 99, 99, Al dkx;
= - - LI h + E __________.—_.( [ ).
0Ypy -~ " 0Ypy  OFry - - OFry 9y, Y4 k=1 OFry -+ OFr,
Definieren wir als kten Schmieg-Vektorraum I.s. .., den Vektorraum
ox; 9%x; dkx;
(10) e, ——
Y5, 0¥,0Y5, 0Yp,* OYpy
so folgt aus (9) fiir k=1, 2, - - -, k die Invarianz des Iy;..., gegeniiber Para-

metertransformation.
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Nachdem wir so die (invarianten) Schmieg-Vektorriume im Punkt P der
F, definiert haben, kommen wir zu weiteren (invarianten) Vektorriumen,
den Normal-Vektorriumen der F.,.

Die Schmieg-Vektorriume sind so definiert, dass der Iyz...; den Iys.. .51
enthilt.

Die Gesamtheit der Vektoren des Ie.. .. die auf den Iy . .., normalsichen,
bildet ebenfalls einen linearen Vektorraum, den wir den Normal-V ektorraum I,
der F ,nennen.

So ist der I definiert als der grosste Unter-Vektorraum des Iz, der auf
den Tangential-Vektorraum I; normal steht u. s. w.

Wir fiihren jetzt die folgende Bezeichnung ein:

Die Projektion irgend eines im Punkte P der F, definierten Raum-Vektors
N (G=1, - - -, n) in den Vektorraum Ins.... (resp. I.) bezeichnen wir Nig...
(resp. Msy).

Den Raum-Vektor

6’°x.~
9Yp, " - - aymk

aber werden wir in der Folge stets ohne das am Querstrich angehingte %, also
i) "x;
9Ypy* * - 9Yp,

schreiben.

Betrachten wir jetzt die Relation (9) als eine zwischen den Raum-Vek-
toren, die in ihr auftreten, so ergibt die Projektion in den I;-Vektorraum, da
dieser zum I;;...5—1 normal steht:

*x; oy 9Yr, OYry
e ,
93p, * ** OFpy 9Yry -+ - Yy, 095, A7

(11)
Ohx; otx; 99y, A7

9Yp, " Y Fyy * + + OFry, OYp, Yo

Die Raum-Vektoren
(12)

ahx;
0Yp, * - Y,
die ersichtlich den I,-Vektorraum aufspannen, verhalten sich also in bezug auf
die Transformation der y wie ein System von#n (=1, - - -, n) symmetrischen

kovarianten Flichentensoren hter Stufe.
(Die oben gegebene Konstruktion der Normal-Vektorriume der F,,
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durchgefiihrt fiir die F; (Kurve), fithrt natiirlich auf ihre Normal-Vektoren.)
Bei der Konstruktion der Ij...;-Schmieg-Vektorriume werden wir einmal
zu einem J12...n gelangen, der Eigenschaft
Tigeoom % Tigevome1, b
(13) 12 12 1 aper
Il2---m+l = In...m.

Wir nennen dann Iy,. ... den “letzten” oder “grissten” Schmieg-Vektorraum der
F..In der Tat folgt aus (13)

(14) Ilg...m+2 = Il2---m+l = Ilz...m u. s. w.

Ist Iyz...m der letzte Schmieg-Vektorraum, so folgt aus der zweiten Gleichung
(13)
(15) Imp1 =0,
d. h. der I, ist leer, er existiert nicht. Ebenso folgt aus (14) Im42=0 u.s. w.
Wir kénnen statt (15) auch schreiben
6"‘+1x.-

(16) P —
aym e ayl’n+l

0

und in der Folge

an

aNx.-

— =0 fir N > m.
aypl e aymv

Das Raum-Vektorbein
ad X; d 2x; i} mx',

s ..
Y5, aymaym, ’aym © ot 0Yp,

(18)

nennen wir kurz eine Basis der Schmieg-Vektorrdume der F,. In Bezug auf
die Transformationen der Parameter stellt die Basis ein System von ko-
varianten und symmetrischen Flichentensoren erster bis mter Stufe dar.

2. DAs SYSTEM DER GRUNDFORMEN DER F,; DIE MASSTENSOREN
DER I,-RAUME

Ein Raum-Vektor, der ganz im I; liegt, hat als Darstellung
6"x.-

(1) N =————
9Yp, * * * 0y,

lpl. D h.

Die Darstellungsgrossen [71- - -7s die wir symmetrisch in allen Indizes wéhlen,
bilden ihrem Transformationscharakter nach einen symmetrischen kontra-
varianten Flichentensor hter Stufe.
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+h—1
L"=<e ? )

verschiedene Komponenten.
Da im allgemeinen die den I, aufspannenden Raumvektoren

Ein solcher Tensor hat

6"x,~
9Yp, - - - Yy

nicht linear unabhingig sein werden, hat auch der Nullvektor (\;=0) Dar-
stellungen :

o Xs

@ 0=
63’?1 U aym

gr1---ph

mit 67t---#» die nicht alle verschwinden. Die Anzahl linear unabhingiger
Losungen von (2), ds, ist gegeben durch

(3) d]. = L;. i lh,
wenn /; die Dimension des I ist, d. h. der Rang der Matrix

a"x;

aym e aym

In der Darstellung (1) des Vektors \; des I sind die /71 -»# bis auf eine addi-
tive Null Losung 071 *#» von (2) bestimmt.
Fiir die Lange (A\:\:)V2 des Vektors \; gibt (1)

6"x.- a"x‘-
A\ = JP1---phlar---qn

€] 0Ypy** - 0Ypy 0Yqy - - " OYqy

= E,,l...,,““...q,‘l”“"P"l“"'“,

wo der kovariante Flichentensor
6"x,~ 6"x,~

9Ypy - - 0Ypy, 0Yqy -+ * 0V,

(5) Em---mlnmah

nach (4) der Masstensor fiir die durch die /71" --»+ dargestellten Vektoren des
I, ist. Der Masstensor (5) enthilt nur Flichen-Indizes mehr, er ist in den
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(durch den Querstrich getrennten) beiden Indizes-k-Tupel symmetrisch
und ausserdem symmetrisch in bezug auf die Indizes eines jeden der beiden
h-Tupel. Da er zudem als inneres Produkt zweier Raum-Vektoren bei orto-
gonalen (Kongruenz) Transformationen invariant bleibt, so folgt, dass kon-
gruente Flichen F, Gquivalente Masstensoren der I, Riume haben (d. h. bei
geeigneter Wahl der Parameter gleicke Masstensoren).
Multiplizieren wir (2) mit
orx;

0¥, - - 9Yqy
so gewinnen wir
(6) 0 = Eqp...qpipyeepi8?V 770

Somit ist jede Null Lésung 671 -»» von (2) eine Lésung von (6). Ist dann
umgekehrt der Tensor 67:' -7 eine Losung von (6), so folgt nach Multi-
plikation mit 6" ¢ nach (5)

G ) G ™)
O=———m—0fu---u [ S— ] S T L
‘ 9Yqy -+ 0y 9Yp, " " IYm

n ahx, 2
= Z(——'— 01’1"'1’].)’
=1\0Yp; * * * 0Yp,

d. h. es gilt (2).
Wir haben damit das wichtige Resultat gewonnen:

™

Die Gleichungen (2) und (6) fiir die 671" haben dieselben Lisungen.
Das bedeutet aber, dass die Matrizen*
ahx;

'3yp1"-6ym und ” Pp1°--phlar qh”

®)

den gleichen Rang haben: Die Dimension des I.-Vektorraums 1y ist also zu-
gleich der “Rang” des Masstensors E,,...p) q,---q dieses Vektorraums. Ist
I...n der letzte Schmieg-Vektorraum, so ist das vollstindige System der
Masstensoren der F, das System der m Tensoren

(9) Emlqu Emmlqlau ] E?r“?mlal'"qm'

Der symmetrische Masstensor des I,

* In der Matrix ”Em'“’»lﬂ'"%” entspricht einem bestimmten p-Tupel eine Zeile und einem
bestimmten ¢g-Tupel eine Spalte.
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(10) : E ax.- 6x¢

1 8y, 9y,
ist der metrische Tensor der F, (als I-dimensionaler Riemannscher Raum
betrachtet).

Wir werden im Folgenden zeigen kénnen, dass die Masstensoren (9) die
F, bis auf ihre Lage im R,, also bis auf Kongruenz, bestimmen. Aber wir

zeigen mehr!
Definieren wir nimlich durch

(10" Epyoooppippsre-opand® 0 0 1P = By py 171 e - 17w

diein allen Indizes py, ps, - - - , par Symmetrischen kovarianten Flichentensoren,
die Grundtensoren B,,...,,, k=1, 2, - - -, m, so kinnen wir zeigen, dass
bereits durch die Grundtensoren

(11) By = Epig; Bpy-enes *** s Bprooopam
die F, bis auf Kongruenz festgelegt ist.

Der Vergleich der Koeffizienten von /7t - - . [72xin (10) fiihrt auf
(12) (Zk)!Bm-ﬂpzk = Z Ecx"'ck|€k+1"'c:k7

wo in der Summe rechts die ci, ¢s, - - -, cox alle (2k)! Permutationen von
P12 - - -par, also auch gleiche, durchlaufen.*

3. DiE FRENET-GLEICHUNGEN FUR DIE F, DES R,

Um das in der Einleitung gestellte Problem zu l6sen, miissen wir ein
System totaler Differential-Gleichungen fiir die Grossen

ax; 92x; Imx;

¢)) Xiy —) g ey —
9Y»  0Y,0¥, 9Yp, - OYm

als Funktionen der i, - - -, y, aufstellen: die Frenet-Gleichungen der F,.

* In der Tat: Enthilt py, s, - « +, 2z der Reihe nach g, b, - - -, f gleiche Indizes, so ist

(2k)!
albl...fi v

der Koeffizient von I#1 - « - [, in (10’) rechts.

Der entsprechende Koeffizient links hat die Form der rechten Seite von (12), wobei aber in
der Summe nur die verschiedenen Permutationen von pi, ps, - - , pax auftreten. Da aber die rechte
Seite diese (a! b! - + - f!)-fach enthilt, ist

1
m ZEcr--ckltlm«--czk

der Faktor links.
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Fiir x; gilt
ax;
(2) dxi = dyp.
9y,

Wir gehen nun daran, die Differentiale der iibrigen Gréssen der Reihe (1)
zu bestimmen.

Aus der Formel
(3) B = Ot + Vektor des Is...x—1
0Yp1* - " 0Yp  0Yp, - Oyp,
gewinnen wir
(4) 9 ( Ot ) = 8 + Vektor des I13...x.
0y: \9Yp, - - - Y5/ 9Yp, -+ - 9Y5,0:

Somit gibt die Projektion in den I,

d 8"x.~ a"+1x,~
(5) —_— ——— = ’
9y: \90yp, - - - Yy, 9Yp, * * * 9Y5,0Y:
k+1

und in den I4yr, r=2,3, - - -,

©) i ( i ) 0 r=23---)
—— S ————————————————— - ’= y .« o o .
A ’

k+r

Also gilt die Darstellung fiir den Raum-Vektor

ad < 6"x¢ )
9Ypr41 \OYp, * * - Yy, |

d akxi Ty ax.‘ rire azxi
P) =Tpeemmrsr T 1 Toreemimrnn 6_-3——
% Yorsr \OYVpy * * * 0V, 9yr, Yr0Yrs

a "x; a "‘“x.-

Yryc c* OYry 9Yp,° * * 0Yp0Ypisy

ryeeorh
+ -+ Pm---mm-n

Wir zeigen weiter, dass in (7)

N O G sttiri=1,2,--, k-
(7 | A =0 istfire=1,2, , B — 2.
0yry - - O,
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Aus

akx.- 6"x.~
® ‘ =0,
991"~ 9Yp 9Yry- - - Yny

fiir k=1, 2, - - - , k—2 (allgemein fiir k) folgt durch Differentiation

9 ( d*x; > Oz,
0Yprs1 \OYpy * - = 095,/ OYry - - Yy

akz; 3 P
),fﬁrh= 1,2, k—2.

0Ypy Yoy 0Ypyuyy \9Yr, - - - Oy,

0 ( 0hx; )
9Ypis1 \OYr, + - - Yy,

ein Raum-Vektor des Is...541, also wegen =1, 2, - - - , k—2, ein Raum-
Vektor des I 12« k—1.
Dagegen liegt

®)

Nach (7) ist

- dkxy
9Yp, - Yme
im I. Da aber die Vektorriume Is...;—; und I, normal stehen, ist die rechte
Seite (8’) und somit die linke Seite (8") Null. Multiplizieren wir also (7) mit
_ Om (h=1,2,---,k—2),
ay'l e ay"‘

so erhalten wir
-
9) ToreeepippsrBryeeorplagee-ay = 0.

Aus (9) aber folgt nach §2 die Behauptung (7').
Wir schreiben somit statt (7)

a3 ( 6"x,~ ) riee e TR—1 8""1x.~

=T,... —_—
9Ypr41 \OYp, * * - Yp, PR 0y, 0yr_,

(10)
a "x; a "+1x¢

ayrx U ay"k aym U ayl’kayl’k+l

rieeerg
+ rPl"‘PkPk+l

Fiir £ =m tritt noch hinzu §1 (16)
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omtly;
(10) —_ =0.
Y, " * * 9YVpmas

Wir kénnen nun das System der Frenet-Gleichungen der F, anschreiben:
6x.~

dx,- =—d
9y, Yo,

d(&x.) (P,- ax; + azx; )d
Y o 9y, 9y59yq e
akx,- ' Freeor ] 8"‘1x;
N Ry
Yo, "+ Y, i Yy -+ OYre_y

" [ okx; " Ok+ly, )
D1 PP Y
1PEPR 0Yry - - - 0¥r  9¥py* * * 0Y0u0Yprsy mr

(11)
d( o™x; ) (I‘,l...,m_! amlyx,;
9Yp, "+ " Yo, b 0Yry* * " OYrp_y

+ I‘,-l...,m o™x; ) i
P1° PmPm+1 ey - - Oy Yomt1+

Die in (11) auftretenden Koeffizienten

T1°° Tk—1 rieeeTk
(12) I‘Pl“'?k?k‘#l’ PPI"‘Pk?k+'
seien in den oberen Indizes symmetrisch angenommen; sie sind bis auf Null
Lo6sungen 671 71 resp. 67" von
ak"lx,- 8"x.-
E———— S e . N V] resp. [ — 1 L N ()
Yy * Yy 0Yry - - Oy

fixiert.

Ausser der (angenommenen) Symmetrie in den oberen Indizes folgt fiir die
Grissen (12) die Symmetrie in den ersten k unteren Indizes aus (11). Was nun
den Charakter der Gréssen (12) in bezug auf Parametertransformation be-
trifft (Raumtransformationen lassen sie invariant), untersuchen wir einen
lings eines Kurvenstiicks der F, definierten Raum-Vektor \; des I



1935] DER R, KONSTANTER KRUMMUNG 279
6"x.~

9Yp, - - 9Ypy

Jp1ecomh

(13) A

Bilden wir d\,, so gewinnen wir nach (11)
8"_1%; Pieeorh—1 pyee-

d)\.' = Pl"'PkPh-l-ll

mdy
P2
0Ypy - * * OYryy *

. + 6"x; (dl,-l...
(14) 9Yry - - - Oy

Iy,

aypl c ot aymaym+1

Th T1e* Th P1°°*Ph
+ P?i"‘ ;,tl dyg)

preridy,, ..

Da d\; invariant in bezug auf eine Parameterinderung ist, und die
8"x.~

ay"l e ay'k

y lpi-ecpk

symmetrische Tensoren in bezug auf diese Transformationen sind, folgt, dass
(bis auf ihre Unbestimmtheit) die
100 Th—1

. . r?l"'?h?hi-l
Tensoren sind, wogegen die

T1eeTh
| PP

den Charakter von Christoffel-Symbolen haben.
In der Tat ist mit dem symmetrischen Tensor /7***"» nach (14)

(15) DI ™ = @l T T 1T My,

ebenfalls ein symmetrischer Tensor, den wir das I k-Dz:ﬂ'erentialjvon Jrizeerh
nennen wollen.

Will man die Relation (10) in eine Form bringen, die auch den tensoriellen
Charakter der in ihr eintretenden Gréssen in bezug auf die Parametertrans-
formationen zur Geltung kommen lédsst, hat man zu schreiben

ad akx; rieeeTk 8"x,~
- I‘m---mmﬂ
9y

aymn o aym ay’l Ut ay"k

(16)

9 I«:—lxi P ] k+1x‘,

+ .
0Yry = = * 0Yry,y Yo, * * 900V prsy

T10tTk=1
Pm- DEPE+1
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Mit der rechten Seite hat jetzt auch die linke Seite Tensorcharakter sowohl
in bezug auf die x- als auch auf die y-Transformationen.

Das Differential des Raumvektors \; des I, liegt nach (14) nicht im I,
mehr. Dagegen gilt fiir seine Projektion in den I (14), (15)

a"x.-
¢¥)) d\; = ——————— Djriem,
—h ayrl .. 6yr;.

Das Verschwinden der I,-Ableitung des Darstellungstensors 1™ ™ eines
Vektors \; des I bedeutet also, dass der Raumzuwachs d\; auf den I, normal
steht. Einen Vektor \; des I, dieser Eigenschaft nennen wir I -parallel.

Die I;-Parallelverschiebung ist die von Levi-Civita.

In derselben Art, in der wir die I,-Parallelverschiebung definierten, kén-
nen wir eine Parallelverschiebung fiir Raum-Vektoren beliebiger Vektor-
rdume definieren. Ist z. B. jetzt \; ein Vektor des I1:...s, so definiert

(18) ax;

—12...h
das I,;...,-Differential von \;. Wir nennen \; nun Iy,...5-parallel , lings einer
Kurve der F,, wenn lings dieser das I....,-Differential (18) verschwindet,
also, wenn der riumliche Zuwachs von \; lings dieser Kurve stets normal
steht zum Iy;...5. Die niheren Ausfiihrungen bringen wir im §6.
M Zuvor aber seien einige fiir diese Zwecke notwendigen Formeln her-
geleitet. Ist in (13) \;=0, also l71---Ph=@7r1---Pb so gibt (14) (6 bedeuten
Nulltensoren) :

r1eeTh—1 D1 DR ~TpeeTh—1

(19) | PR = Oppsp
(20) PR " F;ll'.'.'.';,,zﬂ“mmdy: _gn
und
o+l
(21) 671 7h = 0, resp. Eay...qpiqipye--prpas 070 P =0,

9Yp, Y59V ppss

welche Relationen fiir jede Null Losung 671 - -#» gelten von

6"x,~
(22) —_——— P Ph = (),
9Ypy* = " OYpy
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4. BERECHNUNG DER IN DEN FRENET-GLEICHUNGEN EINTRETENDEN I'-KOEF-
FIZIENTEN UND DER MASSTENSOREN DER [;,-RAUME AUS DEN
GRUNDFORMEN DER F,. BEWEIS DER THEOREME

Die innere Orientierung des Basis-Beins des I13...m

d9x; 9%x; I™x;
’

1) —_ ey
9Yp,  9Y,0Y5, 9Yp, Yo,

d. h. die Ldangen und Winkel der Raum-Vektoren (1) ist vollig bestimmt
durch das System

a"x; 6”x.~

aym T aym ayn ct e aqu

=0, firks=#Ek,

(2)

6"x.- 6"x.-

0Yp,* * * 0Yp, 0Ygy - - - 0Yg,

= Eppoopplarane

Wenn wir die Koeffizienten I' der Frenet-Gleichungen und die Masstensoren
E aus den Grundformen berechnet haben, so kénnen wir das System der
Frenet-Gleichungen als System totaler Differentialgleichungen fiir die Grés-
sen ,

0x; 02x; 0™x;

1) i, ey e r ey —————
Y  09p,0Y5p, 9Yp, "+ * Yo

betrachten mit dem System (2) als zusitzliche Bedingungen (Nebenbeding-
ungen). Wir haben zwei Probleme zu l5sen.
Das erste ist der Beweis des Kongruenz Satzes:

Kongruente F, haben gleiche Grundformen und wmgekehrt sind F, mit
gleichen Grundformen kongruent.

Um das zu zeigen, geniiget es zu wissen, dass die Koeffizienten der Frenet-
Gleichungen wie die in (2) eintretenden E-Grossen durch die Grundformen
eindeutig bestimmt sind.*

In der Tat folgt aus der Definition der Grundformen als innere Produkte
von Raumvektoren ohne weiteres, dass kongruente F, dieselben Grund-
formen haben. Haben aber zwei F, gleiche Grundformen, und bestimmen
diese eindeutig die I" und E, so haben sie dasselbe System der Frenet-Glei-
chungen mit Nebenbedingungen (2).

Wir kénnen also durch eine Kongruenztransformation erreichen, dass die

* Die T natiirlich nur bis auf ihre Unbestimmtheit (Nulltensor), die in das Frenet-System wegen
der Nebenbedingung (2) aber nicht mehr eintritt.
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eine F, in eine solche Lage kommt, dass in einem gemeinsamen Punkt der
beiden F, die Basis-Beine (1) zur Deckung kommen.

Wir haben damit zwei Losungen (die erste F, und die kongruent ver-
pflanzte zweite) des Frenet-Systems mit gleichen Anfangsbedingungen.

Diese zwei Losungen miissen daher ganz zusammenfallen (die Stetigkeit
der T vorausgesetzt).

Damit ist das Kongruenztheorem bewiesen.

Unser zweites Problem ist zu zeigen, dass es zu gegebenen Grundformen,
wenn gewisse (in der Folge abgeleitete) Bedingungsrelationen zwischen den Kom-
ponenten dieser Grundformen erfiillt sind, stets F. dieser Grundformen gibt.

Um das zu zeigen, muss man aus der Theorie totaler Differentialglei-
chungen mit Nebenbedingungen folgendes wissen:

Unser System (2) stellt die Nebenbedingungen dar, die dem System (1)
der Lésungen des Frenet-Systems auferlegt sind, damit die integrierte F, die
gegebenen Grundformen hat.

Die sogenannten Integrabilititsbedingungen des Frenet-Systems stellen
wieder Gleichungen zwischen den Gréssen (1) dar, also weitere Bedingungen,
die, wenn (2) die einzigen Nebenbedingungen sein sollen, eine Folge von(2)
sein miissen.

Unter dem abgeleiteten System des Systemes (2) verstehen wir jenes, das
durch Differentiation des Systemes (2) unter Verwendung des Frenet-Sys-
tems entsteht. Da auch das abgeleitete System die Form von Gleichungen
zwischen den Grossen (1’) hat, muss es eine Folge des Systemes (2) sein,
wenn dieses das alleinige System der Nebenbedingungen ist.

Aus der Theorie totaler Differentialgleichungen mit Nebenbedingungen
aber wissen wir, dass wir, wenn sowohl die Integrabilititsbedingungen als
auch das abgeleitete System der Nebenbedingungen eine Folge der Nebenbe-
dingungen sind, das System fiir solche Anfangswerte losen konnen, die den
Nebenbedingungen geniigen. Die integrierte Losung erfiillt dann in ihrem
ganzen Geltungsbereich die Nebenbedingungen.

Wir haben also zu zeigen, dass wir die E und T so berechnen, dass bei Er-
fiilltsein gewisser Bedingungen zwischen den Komponenten der Grundformen,
die Integrabilitatsbedingungen und das abgeleitete System aus (2) eine Folge von
(2) sind.

Wir betrachten zuerst das aus (2) abgeleitete System:

Fiir k=h+2,h+3, - - - u.s.w. erhalten wir aus dem Frenet-System §3
(11) und (2)

a"x.- akx;
3) d ) = 0.
0Yp, - -+ 0Yny 9yq, - - - 9Yq,
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Das abgeleitete System dieses Teilsystems von (2) ist also von selbst eine

Folge von (2).
Dagegen folgt aus

0 ( akx; 6"+1x‘- >
. aypl ©c 0y, 9Yqt ay‘Ik-l-l

a( EYI ) dk+iy,
4) 9yt \0Yp, - -+ Y5,/ 8Yqy -+ 9Vayy,

+ *x; a ( 9F iy, )
0Ypy - - 0Ypy 0Y: \ 8Yq, -+ 0Y g4y,
wegen (2) und §3 (11):

ryeeerg
(5) 0= EP1"’PI.‘IG1"'GI¢+1 + ch'-' k+1tErr“rkIm'~m=-

Das System (5) ist fiir eine gegebene F, erfiillt. Wir werden es zur Berechnung
der E and I'-Grossen zu verwenden haben. Sofern dann die berechneten E
und I" das System nicht identisch erfiillen, stellt es Bedingungsgleichungen fiir
die Grundformen dar. Ist (5) erfiillt, so ist die aus (2) fiir 2=/A—1 abgeleitete
Gleichung eine Folge von (2).

Wir haben jetzt noch das aus der zweiten Relation des Systemes (2) abge-
leitete System zu betrachten. Wir erhalten aus

d E i) ( akx.- ) 8"x.~
—— Lpieeepplayerar = —
L Y N N R

A x; i) Fx;
om0 ———~)
9Yp,* * 0Yp, 0¥ \0Yq, - - - 9Yq

(6

wegen (2) und §3 (11)
a

@) 5;Ep1---mlqy--qk - I‘Pl"'r:k‘E"l""'kl‘ll'”!lk - PQI'"’:k‘E'l""'kll’l"‘Ph = 0.
Diese Gleichung ist fiir eine gegebene F, erfiillt. (Sie sagt aus, dass die I;-
Ableitung des Masstensors des I verschwindet.)

Wir verwenden (7) wie (5) zur Berechnung der E und T und es gilt fiir
(7), was wir fiir (5) schrieben.

Ist (7) erfiillt, so ist die aus der zweiten Relation (2) abgeleitete Gleichung
eine Folge von (2).

Unser Resultat lautet:
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Gelten die Relationen (5) und (7), so ist das aus (2) abgeleitete System eine
Folge von (2).

Die Gleichungen (5) und (7) geniigen allein noch nicht zur Berechnung
der E und T, wohl aber zusammen mit den Integrabilititsbedingungen des
Frenet-Systems.

Die Berechnung geschieht schrittweise, ausgehend von der Integrabili-
titsbedingung der ersten der Frenet-Gleichungen §3 (11).

Diese Integrabilititsbedingung wird unter Verwendung des Frenet-Sys-
tems aus

d 6x.~ 0 3x,-
(®) —(=)-—(=)=0
0y, \9y5/  9yp \33,
gewonnen. Sie lautet
, r 8x.~ 3206.‘ r ax; azx;
(8 ) qu o =T ap

_ b
9y,  0y,0Y, 9y,  9y,9Y»

und zerfillt als Folge von (2) in '

7 r axi
9 (Tpq — Pqp) P) =0
und
0%x; 02x;
9) =0

9y,0yq  9Y9Y»

Die Relation (9’) ist als Folge von (2) erfiillt. In der Tat ist ihre linke Seite,
multipliziert mit d%x;/dy,9y,, wegen (2) und der Symmetrie Eigenschaft der

E, - Null. Also verschwindet auch der absolute Betrag des Raum-Vektors
der linken Seite von (9’) und somit dieser Vektor selbst als Folge von (2).
Multipliziert man (9) mit dx./dy. so gibt das nach (2)

9") (r;q - F;p)ErI: = (P;q - P;p)Bn = 0.

Ist (9") erfiillt, dann gilt (§2) (9). Also ist (9) eine Folge von (2), sobald (9")
gilt. Von der ersten Grundform B.,, der Massform der F, wird | B,,| %0 voraus-
geselzt.*

Dann ist (9”") dquivalent

(9"/) P:zq = I‘:m-

* Eine Voraussetzung, die fiir die gegebene F, natiirlich erfiillt ist.
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Diese Relation zusammen mit (7) fiir k=1 gestattet aber (bekanntlich)
die Berechnung der I,
In der Tat lautet (7) fiir k=1:

(10) aEplq/ayt = P;tErlq + P;tErlp-

Setzen wir
aEplq/ay‘ = (Pqt)
so gilt (9”")
(2gt) — (t29) + (@tp) = (Tpt + Tip)Erig + (Tor — Teg) Erip+ (Tpg — Top) Eve

(11) .
= 2I‘,,;E,|q.

Wegen | E, | %0 aber erhalten wir aus (11) die I}, als die bekannten Christof-
felgrossen fiir den Masstensor

(12) Byy = Epjq.

Wir haben damit als Resultat:

Aus der Integrabilititsbedingung der ersten Gleichung des Frenet-Systems
und (7) fiir k=1 konnten wir die in der zweiten Gleichung des Frenet-Systems
aufiretenden T' als Funktion der B,,=E,, allein berechnen. (Da |B,,| =0
angenommen wurde, ist ||0x:/dy.|| vom Range I (§2 (8).) Wir konstatieren
nochmals, dass die bei dieser Berechnung benutate Integrabilititsbedingung eine
Folge des Systems (2) ist.

Wir kénnten bereits hier den allgemeinen (Rekursions)-Schluss durch-
fithren, wollen aber des besseren Verstindnis wegen vorerst noch den zweiten
Schritt in unserer Schlussfolge tun, d. h. die Integrabilitidtsbedingung der
zweiten Gleichung des Frenet-Systems zur Berechnung des Masstensors
E,bcqa des I, und der T' Koeffizienten der dritten Gleichung des Frenet-
Systems heranziehen.

Wir haben also aus §3 (11)

a a3 6x,~ a3 d ax‘- ’
@9 P e | e el el e
0y:Ldy, \9y, 9y,L 3y: \9y,

zu berechnen. Wir erhalten fiir den ersten Term in (13)

Ty, 0% T ( . 6x.«+ 8% >+ . 0
aye ayr "'\ "oy, 99,9y %39,

(14)

rs 62x.- 63x.-

+ Tpq .
9y:0y,  0Y0Y,0Y¢
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Bilden wir (13), so zerfillt dieses System wegen (2) in

a4 T 9 r s _7 s _ 7 r r axi
(15) :9_)'_ TPpg — —— Tpt + Tpellet — T'pelleq + Tpot — Tpeq =0,
¢

9y, ay,
r 8 r 8 T8 r8 azxi
(16) (rpq‘st — T'pibg + Tpge — Fptq) — =0,
0y:07Y,
und
63x,« asx;
(17) -0

9y,0Y,0y:  9Y,0¥:9Y,

Die Relation (17) ist eine Folge von (2). Der Beweis ist analog dem fiir die
entsprechende Behauptung (9’) betreffend.
Multipliziert man (15) mit dx:/dy., so folgt wegen (5) fiir k=1

(18) R7pteEris = Estipg — Esqipt,

wo die uns bereits bekannte linke Seite den ersten (Riemannschen) Kriim-

mungstensor der F, darstellt.
Die Relation (18) und die §2 (12) fiir k=2

3Bpers = Epqirs + Eprigs + Epsirq
= 3Em|~ + (Eprlqs - Emlra) + (Epcqu - quln)

gestatten die Berechnung von E,,, durch die Komponenten der zwei ersten
Grundformen B, ., Bygre-

Haben wir aus (18) und (19) die E, .. gewonnen, so liefert die Einsetzung
dieser Grossen in (18), (19) entweder Identititen allein oder auch Bedin-
gungsgleichungen fiir die Grundformen. (Eine nihere Untersuchung dieser
Verhiltnisse zeigt aber, dass diese Relationen identisch erfiillt sind, also keine
Bedingungsgleichungen liefern.) Da wir von den Relationen (15) durch Mul-
tiplikation mit dx,/dy, zu (18) (bei Verwendung von (2)) gelangten, so ist
(15) eine Folge von (2), sobald (18) erfiillt ist.*

Zur Berechnung der I', verwenden wir (16) und (7) fiir £ =2. Die letztere
Gleichung lautet

(19)

6qu|n ab ab
(20) _a— = qutEabln + PrstEaprq-
Ve
* Wir erinnern, dass
x; mx; amx
— " _gnn =0 und : L gnn =0
Ypy* * * OYp, 9Yq1° * * 8Yg, 0Yp1* * * Yo,

dieselben Losungen 671**?r haben.
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Schreiben wir

0Epqire
ay:

(21) = (pgrst),
so benutzen wir zur Berechnung das folgende Teil-System von (20):
(pgrst) — (stpgr) + (grstp) — (ipgrs) + (rstpq)
ab ab ad ab ad ad
(22) = (qut + Ptpq)Eab[rc + (Pnt - Pctr)Eablpq '+' (qup - qur)Eablot

ab abd ab ab
+ (ratp - Pzps)Eablqr + (Praq - Pqn)Eabltp-

Die Multiplikation von (16) mit

(23) azx.-
0Y.9ys
fiihrt wegen (2) auf
(24) Eain(Tpdt — Tpdg) = (Tpeg — Tpa) Erajas.

Da uns aber die linken Seiten von (22) und (24) bereits bekannt sind, so
konnen wir unter Verwendung der Symmetrieverhéltnisse der I',,: aus (22)
und (24)

ab
(25) qutEablrn

als bekannte Grosse in den By, By, berechnen.

Aus (25) gewinnen wir endlich (bis auf die notwendige Unbestimmtheit,
Nulltensor 62) die I‘;';, durch die B,,, By allein ausgedriickt.

Da (24) aus (16) durch Multiplikation mit (23) unter Verwendung von (2)
gewonnen wurde, so ist, wenn (24) gilt, (16) eine Folge von (2).

(Auch hier bleibt zu untersuchen, ob die zur Berechnung benutzten Rela-
tionen nach Einsetzung der gefundenen Werte identisch gelten, oder als Be-
dingungsgleichungen fiir die Grundformen anzusehen sind.)

Zur Berechnung der I';; verwenden wir wieder das System (5) fiir k=1:

(26) Eprje + I";tkErlp =0,

und erhalten daraus die I'y; in den Gréssen By, Bgrs ausgedriickt.
Das Resultat unseres zweiten Schritts lautet also:
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Aus der Integrabilititsbedingung der zweiten Gleichung des Systems der
Frenet-Gleichungen und den Relationen (7) (k=2), (5) (k=1) und §2 (12)
(fitr k =2) konnten wir E.y)ca, die Massform des I, und die in der dritten Glei-
chung des Frenet-System auftretenden T' durch die Grissen Bpy, By, allein
berechnen.

Die bei der Rechnung benutzte Integrabilititsbedingung ist dabei eine Folge
von (2).

Wir beweisen jetzt das Haupttheorem:

Haben wir aus den Komponenten der h ersten Grundformen

(27) Bp«u Bwrn ] Bm---pz»
die Masstensoren der h ersten I, Riume, r=1, - - - | h:
(28) EPIQ! qulrn ] Em-'-mln-“ah

und die Koeffizienten der (h+1) ersten Gleichungen des Frenet-Systems

(29) Tpes Toats Toats ==+ 5 Torimmmess Toveopaones

berechnet, so konnen wir aus der Integrabilititsbedingung der (h+1)ten Glei-
chung dieses Systems, ferner aus Relation (7) fiir k=h+1, (5) fiir k=hund §2

(12) fiir k=h+1 sowohl den Masstensor des Ini1: Ep,...ppuslas- - - ey @IS atch
die Koeffizienten

I."l""'k P'l""h-l-l
P1* DPh+1Ph+2) P1ec Dh+1Ph+2

der (h+-2)ten Gleichung des Frenet-System berechnen und zwar ausgedriickt
durch die Grossen (27) und By, .. s, , allein.

Der Beweis verlduft ziemlich analog dem des zweiten Schrittes. Wir bilden
zuerst

a ( a3 otx; ) a Pl oTh—1 ohly,
= P1°°Ph e
9Yors2 \OVpayy 9Yp, - - - 0y, 9Yphse ' o 0Yry >+ = Yy,
h—2x,;
r Th— 8o 8) 1
+ I‘pll---:»:; (Pr;-"r:-zpuz_—
ay‘l e oy'h—z
81--8p—1 6"‘1x,- ohax;
+ Treooramioh4a 330, - - - By 3yre - - Oy 3y
(30) 81 8h—1 T1 Th—1Y ) Ph+2
d rieeerh 6"x.~
+ PLocPRPAEL o o
Y prss 9Yry v+ * OYr,
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h—1,..
. (l_',,...,,,_l Py,

.o
+ Toycommpnar \ Trieeorapnsa P) P)
Yoyt " Oy

8y
+ r'l”"h?h-l-z

+ 6h+lx,- > + Prl...rh
P1 Ph+1Ph+
9Yry - ** 0Yr0Yphss ' e

ot Xs

9Yry -+ + OYn,

ree TRl 6"+‘x.~ 8"+2x.-

+TI,,... )
bR 9Yr1**  Yrer 0¥y 9Y5,110Y 44

und erhalten die Integrabilititsbedingung als Folge von (2) gespalten in
?*2x;
T1°°Th=—1 1°°°8p—2 1

sy * * * Yoros

T1°°*Th—1 1°°°84—-2
(31) (PPI"'PhPh+lP"l"’7h—1Ph+z - PPI"'PbPh+2P'1'""h—lﬂh+l)

81 e 8p—1 81 8p—1
arm'--mmn arﬁl"'?hm+z P'l""h—l P’l""h—l
9 - 9 + P1°  PhPh+1% T1° Th—1Ph+2
Yorsa Yor+1
P 81--v8h—1 rreeerh 8100 8h—1
(32) - PPI“'PhPh+2P"l'""h—lPh+l + Ppr“phmnrrr“rw»n
rieeeTh 8100 8h—1 6"‘1x.-
= Toreommnselriocomimnia 6_——6— =0;
Yoy * " OYa—y
8108 PR
arpr--mm.“ arpr--mmn P'r"fh P‘l""h
9 - P + P1°* PhPh+1" T1°**ThPh+2
Yor+e Yor+1
rieeerh 510083 s1e0 8h—1 o 8100 8p—1
(33) - Pm-"mmurrr-'rumn + Pm-“mmn‘smn - r?l"'?h?h+2
81-08p 81-08p ahx;
+ Toreeonmnsirnse — Do mavasomnsn N - = 0;

ay’l T 0

818k Sh+1 81008 Sh+1 81°° 8h+1
(34) (PPI"'PhPh+16Ph+2 - Pl’l"'?hl’h+261’h+l + PPl"’PhPh+1Ph+2

ht1,. .
_ e Pty —o.
D1 PhPh+2Ph+1 P =Y
Yoy © v ° ay‘h-u
6h+2x; 6"+2x.-

(35)

0Yp:* ** 0Y249Y23419Y 0142 9Ypy* * * 9Y240Ypas19Yoh41

6"x;

&k
BPMI-I

289

0Ysy "+ * Y

Die Relation (35) ist eine Folge von (2) (vergl. (17) und (9’)). Schreiben wir

(31) bis (34) abkiirzend
6"‘2x.-

ay‘l U ay‘h—z

81+ 8h—2g
P1Ph+2 0’

(317)



290 WALTHER MAYER [September

, 3"‘1x; g1cc 8h—1
(32) mom--~m+z =0,
(33/) 3"x,~ 0,1...% 0
3yes - Oy P1* Pht2 ’
6"+1x.- 808
(34" ———‘—01711'-':::2 =0,
ay‘l T ayahn

so erhélt man die Gleichungen, die wir zur weiteren Rechnung verwenden
durch entsprechende Multiplikation der obigen Relation mit

3"95,'

—_— k=h—2,resp. h — 1, resp. k, resp. k+ 1,
0Yay * * * 9Ya

bei Verwendung von (2) in der Gestalt

31" Ear'-ah—zlar"8h—20;11:"::”."_:’ =0,
(327 Eal...ah_lm---:;.-lo;ll‘-.-‘-‘;h-:z =0,
(33//) Eal"'ahlal'“Oha;ll.‘."f;;h+2 = O,
(34") Eal"'ah+xl'1‘"'h+10;’ll.‘.'.'.;::’ = 0.

Sind (31") bis (34”") erfiillt, so sind die entsprechenden Integrabilititsglei-
chungen (31) bis (34) eine Folge von (2).

Die Relationen (31”") und (32”") enthalten nur die bereits berechneten
Grossen (28), (29) und stellen also Gleichungen fiir die Reihe (27) dar, die,
wie wir zeigen werden, bereits erledigt sind. Die Relation (33"") wieder hat
die Form

. ogeeean

(35") E.,l....,,,I.I...,h(l‘;,';.'..,,,‘,,,,“,,,H_2 — Ty, -oapasamnsr) = bekannt in den
Grossen der Reihe (27).
Nach Formel (5), fiir =% konnen wir statt (35) schreiben

— Eq,...apprsslpy---paonsy = bekannt in den
Grossen der Reihe (27).

144
(35) E“l"'“h?h+l]?l"’?h?h+z

Gleichung (12) §2 fiir k=%+1 lautet
(36) (2h + 2)!31’1"'1’2'!4-2 = Z E"l“’ch+llch+2"'¢2h+2’

wo in der Summe rechts die ci, - - -, canye alle (2h+2)! Permutationen von
p1 -+ - - panye durchlaufen.
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Bei Benutzung der Symmetrie-Eigenschaften von E.,.. .., q,.- -4, kann
man aus (35’’) und (36) den Masstensor E.,...q,;14,- -4, des Tai1 eindeutig,
und zwar durch die Grossen (27) und B,,...,,,, allein ausgedriickt, be-
rechnen.

Aus der eben verwendeten Formel (5) fiir £ =% berechnet man weiter (und
zwar aus Eq,...q5,--.5 Und Eq,...qp1b,- by, d. h. also) aus den B,,...py,
k=1, - -, h+1,die

P,l...,,‘
P1°°PhPh+1Ph+2

mit der ihnen zukommenden Unbestimmtheit. Um die

(37) I,'x“'ful

P1°°*Ph+1Ph+2

zu berechnen, benutzen wir neben der Relation (34”’) noch die Relation (7)
firk=rk41:

T1°°Th+1
(38) ay Epl'“m+llcl"'ch+1 - I‘Pr"Pk+1‘E"1‘"fh+1|ar"qhn
t

. . + P;lr.'.-r:::ltEfr"'h+1|m"'m+1'
Wir bezeichnen
[¢]
(39) _a_;’—EPl"‘Ph+1|11"'Gh+l =(pr--- Ph+1' qr - - qh+1| £)
t
und bilden das aus (38) gebildete System mit bekannter linker Seite:
(1 pral g g ) = (g2 - gt| p1- - - pann| @)
+ e | g2 gt ) = (s - uratpa| P2 - - prng | @2)
+ (s Prgage] gs -+ - qunats | po)
— (gs -+ guratpapz| p3 - - - Prragage| gs)
+ (Pryrgr - - - th rhyrbpr - - - ?h-xl o) — (@pr-- - Phl Pryaqr - - ¢ th Grt1)
+ (q1gz *  * ga1| tB1 - - - a] Pasr)

TitcTh+1 T1°°Th+1
= rm---Ph+1iEr1“'fh+1Iqr'-q»+1 + qu'"¢h+1‘E"l“"‘h+1|P1'"Ph+1
T1oe Th+1 1°°*Th+1
- I‘qr"qh+1¢q1E"r--'h+1lp1~~m.+1 - PP:“'Ph+1qlE'1'"7‘h+1lqz"'qh+1‘

T10Th4l T1°°°Th41
(40) + Pm“~p»+1cmerr“'h+1lqz-~'qh+1t+ Ph---qh+1me'1“-'h+1lpz-~~m+141

1o Th41 T1°°*Th+1
- Ptpr--mqhnErr--rh+1lm+1qr-'ah - Fm+mr-~qmn.+1Er1“"h+1llm---m

T1°°*Th+1 T1°°Th+1
+ qu"‘¢h+1Ph+1E'1""A+1|iP1'"Ph + le“'PhW.ﬂE'l""'hHlqr"n+l'
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Aus (40) und (34”"), welche Gleichung geschrieben werden kann
81°° 8h41 21°°°8h+1
(I‘P1°“th+1m+z - PPI"‘PhPh+2Ph+l)E'l'"'h+!|¢l"'¢h+l = bekannt,

berechnen wir unter Verwendung der Symmetrie Eigenschaften der I’

21°°8h+1
(41) Tpyoe-mapnsrpnsabor - -ansslar---apyy = bekannt.

Daraus wieder erhilt man (bis auf die ihnen zukommende Unbestimmtheit)
die Grossen (37) ausgedriickt durch die Komponenten der Reihe (27) und
B,,...on, Um schliesslich zu zeigen, dass die Integrabilititsbedingungen
(31”) und (32”") zu keinen neuen Bedingungsgleichungen zwischen den For-
menkomponenten fiihren, bilden wir

o P sy | Pt
0y, L0y \0yp, - -+ 0Yp,/d 0Yqy + + - 9Yq,

ad ad a"x; akx.'
@) S 2L

0Ys L0y \0yp, * * * 0¥/ 9Yq, " - - 0Yq,

o) 2. )
3y: \0yp, - - - 3y5/ 83. \dyq, - - - 934,/

Der zweite Term rechts ist aber

K b 9 akx;
T oy l:ay,,1 Ym0 (ayql o 8y.,,‘):|
otx; a[a d*x;

* 35y - 0Ym O [63'- ( 9y, - - - aqu):l’

aro Ot
{3;. [a_y, (aym - ay:>]
a[a ohx; d*x;
" oy [ 39 (ay,,, S 6y,,,,>:|} e, 3V,
d i} dkx;

-5k G

i} [ i) ( dFx; )]} ohx;
0y: L0ys \9yq, - - - 9y, 0Yp, - - - Yy,

Also gilt

(43)
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(Denn die Differenz der beiden Seiten von (43) ist nach (42)
0 [ d ( 6"x.~ 6’°x.~ )]
0ys LOy: \0yp, - - - Yy 0¥y " - - 9Yas

P [a ( s Okx; )]
3y: L 09, \0y,, - - - 0y5, 9yq -+ 93,/

welcher Ausdruck fiir 2>k verschwindet, aber auch fiir 2=k, die zweimalige
stetige Differenzierbarkeit der Masstensoren vorausgesetzt.) Die linke Seite
der Gleichung (43) stimmt mit der linken Seite (31”’) fiir #=/%—2 und mit der
linken Seite (32") fiir £ =#%—1 iiberein. Wir haben somit das Resultat:

Die Gleichung (31"'), die erste aus der Integrabilititsbedingung der (h-+1)ten
Gleichung des Frenet-Systems hergeleitete, ist identisch mit der letzten Gleichung,
die aus der Integrabilititsbedingung der (h—1)ten Gleichung des Frenet-Systems
entspringt. Und ebenso ist (32""), die sweite aus der Integrabilititsbedingung der
(h+1)ten Gleichung des Frenei-Systems hergeleitete, mit der vorletzten Gleichung
identisch, die aus der Integrabilititsbedingung der hten Gleichung des Frenet-
Systems folgt. Als (migliche) Bedingungsgleichungen fiir die Formen verbleiben
somit die Relationen (5) und (7), weiter (33") und (34’") und die Relationen
(36).

Da die integrierte F. aber reell sein soll, eine stillschweigende Annahme,
die in unseren Uberlegungen wesentlich verwendet wurde, so miissen die E-
Tensoren positiv halbdefinit sein, damit die Nebenbedingungen (2) durch ein
reelles Basis-Bein erfiillbar sind.

Das gibt fiir die Grund-Tensoren aber Bedingungen, die anscheinend in
eine einfache Gestalt nicht gebracht werden konnen.

Dagegen ist es nicht schwer, fiir die Masstensoren E,,...p)q,-- - o als voll-
stindiges “Invarianten”-System die notwendigen und hinreichenden Beding-
ungsrelationen anzugeben:

Ausser der oben erwihnten Eigenschaft positiv halbdeﬁmt zu sein, miis-
sen sie die Relationen (5), (7), (33"), (34") erfiillen.

Im folgenden Paragraphen leiten wir einige geometrische Tatsachen ab,
die aus dem Haupttheorem sofort folgen.

5. EINIGE GEOMETRISCHE FOLGERUNGEN
I. Die EINBETTUNGSZAHL DER F,

Wir definieren: Lisst sich eine F, in eine e-dimensionale Hyperebene E.,
aber nicht in eine (¢e—1)-dimensionale E._; einbetten, so nennen wir e die
Einbettungszahl der F..
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Es gilt dann der Satz:
Bezeichnet 1, die Dimension des I,, und ist I, der letzte Normalvektorraum
der F,, so ist

m

1) €= E I

o=1
D. h. die Einbettungszahl der F, ist gleich der Dimension des grossten Schmieg-
Vektorraums.

Wir gehen, um den Satz zu beweisen, auf das Frenet-System (§3 (11))
und die Nebenbedingungen (§4 (2)) fiir dasselbe zuriick.

Fiir die gegebene F, sind die dort auftretenden £ und I'-Grossen so gege-
ben, dass sowohl die Integrabilititsbedingungen des Frenet-Systems als auch
das aus den Nebenbedingungen abgeleitete System eine Folge dieser Neben-
bedingungen sind. (Die Relationen (5), (7), (33""), (34”) und (36) des §4 sind
erfiillt.)

Wenn wir daher die Anfangswerte fiir die Reihe

9x; 9™x;

g s e ey

(2 x; P E———
’ 9y, 9Yp, " " * 9Yp,

so withlen konnen, dass die Nebenbedingungen (2) erfiillt sind, erhalten wir
eine F, mit demselben Formensystem wie die F,.

Das konnen wir aber in einem R, (d. h. einem Raum der Dimension des
letzten Schmieg-Vektorraums der F,) und in keinem R,, » <e. Wihlen wir als
den R, jene durch

€)) Xer1 =0, Xg2=0,:--,2,=0

gegebene e-dimensionale Hyperebene des R,, so liegt die integrierte F, ganz
in diesem R., und da sie der gegebene F, kongruent ist, liegt auch diese ganz
in einer e-dimensionalen Hyperebene des R,. Wie die F.selbst kann sie (schon
vermoge der Nebenbedingungen (2) §4) in keiner Hyperebene niedrigerer
Dimension liegen.

II. UBER DIE KROUMMUNGSTENSOREN DER F,
Der Tensor
(4) Em-~-m.m+xlar~-qu»+1 - EPl"'Pth+llQl"'€thh+l

ist (§4 (35’)) ausdriickbar durch die Komponenten der ersten # Grundformen
der F,

(5) By, pa (k =1,---,h)

resp. deren Ableitungen. Wir nennen ihn den hten Kriimmungstensor der F.,.
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(Der erste Kriimmungstensor ist der Riemannsche Kriimmungstensor der
F.)

Es gilt der Satz:

Verschwindet fiir eine F, der hte Kriimmungstensor, so gibt es immer eine
F., deren vollstindiges Formensystem aus den h ersten Grundformen der F,
besteht.

Wenn wir im Frenet-System (§3 (11)) und im System der Nebenbeding-
ungen (§4 (2)) alle

6‘x,~

(6) —_—,
0Yry - - - OYr,

1ot lageeay

TyeeeTh

fiir #£>% und ausserdem I7;"7 . . Null setzen, so erhalten wir ein analog
gebautes System totaler Differentialgleichungen mit Nebenbedingungen.

Konnen wir zeigen, dass auch fiir dieses die Integrabilititsbedingungen,
sowie das abgeleitete System der Nebenbedingungen eine Folge der Neben-
bedingungen sind, so ist der Satz offenbar bewiesen.

Fiir das abgeleitete System der Nebenbedingungen gilt das, da die Rela-
tionen ((5) und (7), §4) wegen I, =0 erfiillt sind.

Was die Integrabilititsbedingungen betrifft, so kénnte sie nur die fiir die
(h+1)te Gleichung des neuen Frenet-Systems nicht erfiillt sein, da nur diese
Gleichung von der entsprechenden des urspriinglichen Systems abweicht.

Die fragliche Integrabilititsbedingung aber ist aus der der urspriinglichen
(h+1)ten Gleichung, wie wir sie §4 (31), (32), (33) und (34) anschrieben,
sofort ableitbar.

Die Gleichungen (31) und (32) bleiben unverindert, (34) fillt weg, und
nur die (33) entsprechenden Relationen unterscheiden sich um die Differenz

b
(7) (I‘Pll'."'azhﬂh-i-lphi-? - P:’li:::z.hph+zph+l) a =

0Ysy -+ + OYsy

(wo die T natiirlich die der gegebenen F, sind). Aber (7) verschwindet, wenn

(8) (P;lx-.'.'a:hmﬂmn - F;ln.-.:-’;hph+2m+1)Ea1---ehlav'-ah =0
ist. Das aber trifft gerade zu wegen §4 (5) und der Voraussetzung unseres
Satzes.

Damit ist der Beweis geliefert.

Bemerkung. Fiir =1 hat die 7, nur die erste Grundform. Sie hat also nur
einen invarianten Vektorraum, den 7;. Ihre Einbettungszahl ist also gleich
der Dimensionszahl des 7, d. h. gleich e.
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Die F., die ganz in einer E, liegt, ist somit diese E, selbst. Damst ist die
Abwickelbarkeit der F, in eine E, nachgewiesen, sobald der erste Kriimmungs-
tensor verschwindet.

ITI. UNTERMANNIGFALTIGKEITEN F, DER F,

Ein Hauptergebnis des vorhergehenden Paragraphen bringen wir in Erin-
nerung:
Die Masstensoren E,, ... .54, - - Wie die

r ;11’.’.'.':;;“." r ;11.‘.""1:1:?“-1 fﬁ' k= 1’ R h
sind durch die h ersten Grundformen By, ...p,,, k=1, - - - | h, bestimmi.
Wir betrachten eine in der F, eingebettete F,
(9) yp=yr(zlx’°',zf) (P=1"";l)

die wir als im euklidischen R, liegend in der selben Art wie die F, behandeln.
Der Tangential-Vektorraum der F, wird durch die r Vektoren

0x;  0x; 9y,

(10) 93, 0y, 0z,
aufgespannt und liegt ganz im 7, der F.,.

Jeder Schmieg-Vektorraum der F, liegt ebenso im entsprechenden
Schmieg-Vektorraum der F,.

Um die Projektionen der die Schmieg-Vektorriume aufspannenden
Raumvektoren der F, von den entsprechenden der F, zu unterscheiden
bezeichne

th,-

03q, * * + 034,

die Projektion von 8*x:/d2,, - - - 82, in den I, der F,. Die Massvektoren der
I, der F, bezeichnen wir F,...q s, - .5, und die Grundtensoren Ci,.. .q,-
Fiir den Masstensor F,;, des I, der F, erhalten wir aus (10)

2, 3,

11 Fap=E, ,—
(11) ) " o

(g,0=1,---,1).
Wir gehen nun iiber zum zweiten Schmieg-Vektorraum. Durch Differentia-
tion von (10) nach z; erhalten wir aus (10):

3230.' azx; i) 0 ax.- 02
(12) _ Yp 9yq | 9z 9y,

02,023 B 0yp0yy 02, 025  0Yp az.,az,,'
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Bezeichnen wir die den I' der F. entsprechenden Grossen der F, mit P, so
geben die zweiten Relationen im System der Frenet-Gleichungen aus (12)

. 0x; 9%x; P E d%x; \ 9y, 9 dx; 9?2
(13) Pam4 oo (rpq ) pdl 2
92, 02,073 0y,  0y,0y./ 024 0z 0y, 02,02
Daraus folgt
(14) 9%x; 0%x; 9y, 9y, ax.-[ 0%y, , 0y, 9y, R ay,.]
02,02,  0Ypdyq 035 92y Oy, L 02025 T 024 97y - 9z.)

wo der Faktor von 9x,/dy, die “verallgemeinerte” invariante Ableitung

Dy, _ 9%y, r 9y, 9y, e 9y

DzyDz, - 92,023 »e :92_., 02 “ 9z,

(15)

von dy,/9z, nach z, ist. (Ist =1, so verschwindet die invariante Ableitung
und (15) stellt das Transformationsgesetz der Christoffelklammer dar.)
Wir haben in (14) die Projektions-Vektoren (in den I, der F,):
62x.-

324325

(16)

linear dargestellt durch die Basis des I, der F, mit Koeffizienten, die von

@an B,, und Ableitungen der y nach den z

allein abhingen.
In der Tat ist P, ebenfalls durch diese Grossen ausdriickbar, da Pj,
durch F.j; bestimmt ist und (11) gilt. Es besteht allgemein die Darstellung

dkx; Okux; 3)’“ ay?k
aza ...aza —ay R | aza aza

(18) 1 k p1 Yor 1 &
k-1 o™x; P1eD,

+ > —1T

"t Yot Yy

wo die Tensoren Tyl ar,m=1,2, - - -, k—1, durch die Reihe

(lgl) BW) Ty Bm"'znk—v

und Ableitungen der y nack den z allein bestimmi sind.
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Die Behauptung ist richtig fiir k=1 und 2. Wenn wir zeigen, dass sie fiir
k41 gilt, wenn sie fiir 1,2, - - - | k besteht, ist sie allgemein bewiesen.
Aus (18) erhalten wir fiir die Masstensoren die Beziehung

921 9Yn Y Vg
' 024, 024, 02p, 0z,

Fayoocapibrebe = Eprvomplas -
(19) o
+ EIE,,I...,m,ql....,,,T.’,’:.‘.'If;'TZ:.'.'I;',Z'.
Also ist auch Fa,...ap\ 0, - - v, Qurch die Grossen (18”) und By, . . .p, ausgedriicks.
Durch Differentiation von (18) nach 2., erhalten wir unter Verwendung
der Frenet-Formeln §3 (11):

Pcl""’k—l 6"‘1x,- Pcl...ck 6"x.~ 8"+1x.-
ay---Qrar+1 . - + ay-c-axag41
026y + * + 0%cy_, 02;,°* - 0%,  0%a, * -+ 020,0%a;,,
ht1

(20) _ o*tix; Y5, L 9Ypr 9Ypisr

9Yp, * * * 0Y2:0Yprsy 9%ay 024 02444,

k amx,
i P1° Pm
+ E Uax~-~ak+u

m=1 0Yp; * * * 0Yp,,

wo die U-Tensoren jetzt neben den Grossen (18’) noch B,,...,, enthalten.
Aber die P-Gréssen der linken Seite von (20) sind durch Cq,. . .0,,, =1, - - - , k,
ausdriickbar, also (19) durch die Gréssen (18”) und By, .. .p,,. Dafiir 1,2, - - -,
k die Behauptung voraussetzungsgemiss gilt, so folgt damit aus (20) ihre
Richtigkeit fiir 241.

Eine Folge des Tatbestandes (18) ist der Satz:

Haben zwei F, die Grundformen bis zur (2k)ien Stufe gleich:

Bmpz’ R Bm'“mn

so haben entsprechend zugeordnete Untermannigfaltigkeiten (d. h. durch gleiche
Parameterdarstellung (9) zugeordnete) ebenfalls die ersten k Grundformen
gleich.

Aber auch die Umkehrung gilt:

Wenn zwei F, so zugeordnet werden konnen, dass entsprechende F. (r
fixiert) gleiche Grundformen bis zur (2k)ten Stufe besitzen, so haben die beiden
F., ebenfalls identische Grundformen bis zur (2k)ten Stufe.

Beweis der Umkehrung. Multipliziert man (11) mit dz.dz,, so folgt, dass
E,, dy,dy, fiir beide F, gleich ist.
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Aber mit der Willkiir der F, ist auch

9y,
dy, = dz,
Yo 9z,
willkiirlich. Also ist
E, dyyrdy,

fiir beliebige dy, fiir beide F, gleich, woraus aber die Gleichheit der ersten
Grundformen folgt.

Wir denken uns nun die Gleichheit der (#—1) ersten Grundformen be-
wiesen, dann folgt aus (19) fiir £ =/% und der Voraussetzung des Satzes, dass

Epy--pnlar---an@Ypy * * - @Ypp@Yqy * + ¢ @Yq,

fiir beliebige dy, fiir beide F, gleich ist. Also gilt die Behauptung auch fiir
die #te Grundform, und da sie fiir 2=1 gilt, ist die Umkehrung bewiesen.
Besonders interessant wird der Satz fiir die F;(r=1), d. h. fiir Kurven
der F.. Der Zusammenhang der Formen der Kurve mit ihren Kriimmungen
wird durch
d"x,- d"x; 1

(21) = ’
ds* ds*  (pips - - - pr—1)?

ds? = Bndyz,

gegeben. Also sind durch die ersten k “Grundformen” die Bogenlinge und die
(p—1) ersten Kriimmungen gegeben und umgekehrt.

Wir verweisen fiir den Satz, der den Spezialfall des soeben bewiesenen
fiir » =1 darstellt, auf das Lekrbuck (X1 §9, p. 226).

BEMERKUNGEN zU III

(A) Wir kinnen von den in die Relation (18) einiretenden Tensoren T on
nachweisen, dass sie nur Ableitungen der y nach z bis zur kten Ordnung inklu-
sive enthalten.

Verfolgt man ndmlich die Bildung der I'-Grossen, so sieht man, dass
(22) r?‘l".‘.‘;::ﬂ’h-l-’
allein aus E,,...p40q, - -4y deren ersten Ableitungen und aus Tp7%,. .
(unabgeleitet) gebildet ist. Daraus folgt, dass (22) nur aus den E,,, - - -,
Ey, .. 01101 -aaey Und deren ersten Ableitungen aufgebaut ist.

Der Tensor

8108
I‘Pl' **Ph+1Ph+2
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wieder hidngt nur ab von den nichtdifferenzierten E,,...p 4 -..q, und
Ep, - mhiilar -aata

Diese Tatsachen aber reichen hin, um die angegebene Eigenschaft der
Tensoren T in (18) nachzuweisen.

(B) Aus der Formel (19) gewinnt man sofort Relationen zwischen den
Kriimmungen der F, und der F, und den “Relativkrimmungen” der F, in
bezug auf die F,.

(ManhatdazunurdieDifferenz Fa, . . .a; _ja;1b;- - -5s—y9s— Fay - - -ap—ydal by« - -be—sor
aus (19) zu bilden.)

6. DER Iy2... ,-SCHMIEG-VEKTORRAUM, SEINE METRIK
UND PARALLELVERSCHIEBUNG*
Ist
h akx‘

1) N=D ——————n1enk
k=1 9Yp, * * * 0Yp,

ein Vektor des I1s...s, so nennen wir die in (1) auftretenden symmetrischen
Flichentensoren

@ oo (k=18
die kontravariante Darstellung des Vektors \;.

Die kontravariante Darstellung ist bis auf die Nulltensoren @r:---»
gegeben, d. h. bis auf die Losungen von

6"x.~
(3) [ESE————:7 ] TRRY L () k=2,---,h),
9Yp, " -+ OV
resp.
3" Egioooqulpyee 08PV P =0 (k=2,---,h).

Als kovariante Darstellung des Raumvektors A; bezeichnen wir die Gesamt-
heit der symmetrischen Flichentensoren
akx;

4 lopjeripy = Ng——m8M8M8M™
® e ' 0Yp, "+ - Y,

Wihrend die kontravarianten Darstellungstensoren (2) keiner Einschrin-
kung unterliegen, gilt fiir die kovarianten (notwendig und hinreichend):

* Dazu siehe: Beitrag sur Differentialgeomeirie u. s. w., Sitzungsberichte der Preussischen Akad-
emie, 1931. Zum Tensorkalkil in V ektorri: Ri her Mannigfaltigkeiten, Monatshefte
fiir Mathematik und Physik, 1933.
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®) IpgerpaP°9 = 0,
fiir jeden Nulltensor 6v1---pe,

Das innere Produkt eines kovarianten Darstellungstensors kier Stufe mit
einem Nulltensor kter Stufe verschwindet.

Zwischen der kontra- und kovarianten Darstellung (2) und (4) besteht
die Beziehung

(6) boyeoooi = Eppoepplageean 490" %,

die man erhilt, wenn man in (4) fiir \; den Ausdruck (1) substituiert. Ferner
folgt aus (1)

h

(7 AN = D0 Eppeeopplages - qpb?r o pRO 0k,
k=1

Fiihrt man den Tensor

ox; %

(8) Ep,-.. lgyeerar =
prm Yy * * - OYpr  0Ygy - - - OYq,

ein, so kénnen wir (6) und (7) auch schreiben

h
(6" lpyoopy = E Eprpplare g 9%
el
resp.
h
(7 A= 20 Epi plqree-q dPr i Prlar e,
7,81

Den Tensor (8) (fiir 7, k=1, - - -, k) nennen wir den metrischen Tensor des
I 12+ he

Wir nennen nun den Raumvektor \; (1) des Is...», der lings eines Kurven-
stiickes C der F, definiert ist, Is...n-parallel, wenn sein Raumdifferential dX;
stets normal ist zum I,. . 5.

Aus der Definition folgt ohne weiteres, dass die Iy...,-Parallelverschie-
bung (von Vektoren des I1...) die Lingen und Winkel unverindert lisst.

Sind ndmlich \; und p; jetzt I.,...,-parallelverschobene Vektoren des

Isz...5,80 ist
d\ius) = A\ + Nidp; = 0,

da;, psim Iye...5 und d\;, dp; normal zum Iy,. . .5 liegen.
Ist \; lings C ein Iy,...,-parallelverschobener Vektor, so folgt aus (4)
und der Definition der I;,...s-Parallelverschiebung
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9) dl A < & )d
veepp = N — | ——— ) dy..
o 39:\0yy, - - 3y, )

Unter Verwendung der Frenet-Gleichungen §3 (11) schreiben wir (9)

“es ak—lx.- Fyoser 6’°x.«
Alpyeeipy = M (I‘;‘...'S;’—— R oV A
! ! ayrx ot ay’k—l ' ' ay'l o ay"k

"

9+,
+ ) dy,
9Yp, " -+ 05,9y ’

also wegen (4)

erp—

(10)  dlpyeapy = (Toro ot Lyeerpy + Tt legeery F Ippeeeppt) @
(k=1,---, k)

WO

(10") Lppeoppt = 0

ist (4).
Das System (10), (10”) beschreibt die I.s. . .»-Parallelverschiebung durch die
kovarianten (Flichen)-Darstellungstensoren des Raumvektors \, des Is...5.*
Bezeichnet D (besser Dig...5) das absolute I1...,-Differential

(11) Dlpy...pp = dlpyeecpg — (Tprorrmgt bryeeerpes + Toneovpetbrreore & Lppeopp) @905

so folgt durch einfache Rechnung fiir den metrischen Tensor (§4, (5) und
(1)
(12) DE,,...5,01q14:q, = 0 (r,s=1,--+,h).

Wir hitten (12) auch aus der Tatsache ableiten koénnen, dass die Iy,.. .-
Parallelverschiebung Lingen und Winkel von Raumvektoren invariant lisst.
Das System Differentialgleichungen fiir die kovariante Is...,-Parallelver-
schiebung (10) ist véllig gleichgebaut jenem Teilsystem der Frenet-Gleichun-
gen §3 (11), das man durch Streichung der ersten sowie der (k+2)ten,
(B+3)ten, - - - bis letzten Gleichungen erhilt, wenn man ausserdem in der
(2+1)ten Gleichung noch (10”) entsprechend
* Ist (10) erfiillt, so folgt
O
‘aym 2 8ypp -

also d\; normal zum Tis...p.



1935] DER R, KONSTANTER KRUMMUNG 303
oty

(13)
Y5, * " 95,9V 541

weglisst.

Die Nebenbedingungen fiir die Lsungen von (10) sind aber die Rela-
tionen (5).

Wir stellen nun die Frage nach der vollstindigen Integrabilitit der Iys. . .)-
Parallelverschiebung, also nack der des Systems (10) mit den Nebenbedingungen
5).

Was die Integrabilititsbedingung der kten Gleichung (10) betrifft, wenn
k=1,2,---,k—1,soist ihre Form

(14) 22 by p AP1 P = 0,
wenn die entsprechende der (k+1)ten Gleichung des Frenet-Systems

07x;
(15) Z [ ————— ] O LN ()
9Yp, -+ + 9yp,

lautet. Da (15) fiir die gegebene F, natiirlich erfiillt ist und mit dem System

oTx;
(16) —_—— AP1pr = ()
9Yp, " -+ Yy,

dquivalent ist, so bedeutet das, dass die Koeffizienten A?:---»» Nulltensoren
sind. Damit ist (14) als Folge der Nebenbedingungen (5) erfiillt.

Die Integrabilititsbedingung der kten Gleichung des Systems (10) dage-
gen ist nur dann eine Folge der Nebenbedingungen (5), wenn (§4 (33'")):
(17) (P:’ll."'.";hph'i-lphi-z - I‘.Pll."'.":’hph'i-zph'!-l)E’l'“"hl’l‘"’h = O
ist, d. h. wenn (§4 (5), §5) der hte Kriimmungstensor verschwindet. Denn
auch die Integrabilititsbedingungen der hten Gleichung (10) resp. der
(h+1)ten Gleichung des Frenet-Systems, die wir ebenfalls in der Form (14)
resp. (15) schreiben kénnen, haben dieselben Koeffizienten 4 mit Ausnahme
des A" (soweit die Z,,...,, auftreten).

Diese beiden A aber unterscheiden sich §4 (33) gerade um die Differenz

8108 818
(18) rpll"':h-'-lph-f-z - I‘Pll"';h-l-zph'l-l'
Da aber der entsprechende Koeffizient 4 in der aus dem Frenet-System
abgeleiteten Integrabilititsbedingung offenbar ein Nulltensor ist, so kann
der aus (10) hergeleitete nur dann einer sein, wenn (18) einer ist.

Wir haben somit:
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Die Integrabilititsbedingungen des Systems (10) sind dann und nur dann
eine Folge der Nebenbedingungen (5), wenn der hie Kriimmungstensor der F,
verschwindet.

Sei jetzt
(19) M =1,,.. .07 =0,

¢™"** Nulltensor, eine Nebenbedingung des Systems (10). Wir bilden die
“abgeleitete” Gleichung

Th—

M = (T i vy T oot beeeory F bppeemi)8” - P dy,

(20) Flppydd”

ERRY .

1 1,P1° " Pk
= I‘pl...pk¢0 l

ryeeore— @Y

+ @ T T T ) ot by Py =0,
die aber (§3 (19), (20) und (21))
~ z
(21) AM = Grivmmal, A B PRk,

geschrieben werden kann. D. h.: das abgeleitete System der Nebenbedingun-
gen (5) selbst ist eine Folge von (5). Somit gilt der Satz (nur fiir den eukli-
dischen R,):

Notwendig und hinreichend fiir die vollstindige Integrabilitit der Is...n-
Parallelverschiebung ist das Verschwinden des hten Kriimmungstensors der F..

Erste Bemerkung. Ist der I1s..., der grosste Schmieg-Vektorraum, so ist
die Iy2...n-Parallelverschiebung total integrabel.

Dieser Satz ist eine triviale Folge des vorhergehenden. Wir kénnen ihn
aber ohne Miihe direkt ableiten. Die Einbettungszahl e der F, fillt ja mit
der Dimensionszahl des I;;...» zusammen, d. h. die F, liegt ganz in einem
E. so, dass jeder Raumvektor \; des E,, der in einem Punkt der F, definiert
ist, durch (seine) Flichenkomponenten (4) beschreibbar ist.

Weiter ist die J1.. .. n-Parallelverschiebung hier identisch mit der Parallel-
verschiebung der E., also vollstindig integrabel. (Da es keinen Normalvek-
torraum zum Jy..., in der E, gibt, ist d\;=0 die Gleichung der Ii...n-
Parallelverschiebung.)

Zweite Bemerkung. Die Iy,...,-Parallelverschiebung gibt Anlass zur Defi-
nition der “Iys...y-Geoddtischen” als jenen Kurven, die enstehen, wenn ein
Vektor \; des Iy... stets in der Richtung I....,-parallel verschoben wird,
die durch seine Projektion in den Tangentialraum I, gegeben ist.
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7. DiE F, 1M R, KONSTANTER KRUMMUNG

Da wir jetzt nicht mehr den Vorteil haben, kartesische Koordinaten ver-
wenden zu konnen, miissen wir fiir die folgende Betrachtung das absolute
Raumdifferential von Vektoren resp. Tensoren des R, verwenden statt des
gewohnlichen Differential wie bisher.

Ist also \é ein (kontravarianter) Raumvektor, so bezeichne 9\

) N = N+ {]’k} Nda, Gisk=1,---,n)
das absolute Differential dieses Vektors.

Fiir den Masstensor g des R, gilt dg4 =0.

Bezeichnung. Fiir Raum-Indizes seien die Buchstaben a, b, - - -, k ver-
wendet, fiir Flichen-Indizes die iibrigen: /, m, n, - - - . (Also laufen a, b bis
k von 1 bis »#, und J, m bis z von 1 bis I.) Wenn wir von absoluter Ableitung
sprechen, so denken wir vorerst nur an die Transformationen der Raumko-
ordinaten. Wir denken uns also in der in Parameterform gegebenen F,

(2) xi=xi(y1"":yc) (i=ly"°y”)

die y fest. (Wie sich dann die definierten Grossen gegen Parametertrans-
formation verhalten, werden wir genau wie im euklidischen Fall ohne
Miihe konstatieren.)

Was die Schmieg-Vektorraume Iy,..., betrifft, so miissen wir fiir ihre
Definition die absoluten Ableitungen verwenden. Die Vektoren

ax.-
9y,

spannen den /; auf. Durch absolute Differentiation der Vektoren (3) gewin-
nen wir die Raum-Vektoren

02x.' ¢ ax,- 62x,- 7 ax,- 8xk
(4) =— = +23. } — =,
3yP0Yyp 0¥, \0Y, 0Y,0Y4 Jk) 0y, 9y,

die mit den Vektoren (3) zusammen den Iy, aufspannen. Eine Parameter-
transformation (§ (1), (4)) fiihrt zu

(3) (1’=1,"':l)

dx;  0x; Oy,
(5) — = a8
09, 9y 93

Da fiir die absolute Ableitung die Rechenregeln wie fiir die gewshnliche gel-
ten, folgt aus (5)

(6)

¥2x; 92x; 9y, 9y, 9x; 9%y,
= )
33,909, Iy Iy, 95, 07, 9yr 95,97,
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wo 0%y,/39,07, die gewohnliche zweite Ableitung von ¥, nach J,, 7, ist. (Die
absolute Ableitung betrifft ja nur Raum-Indizes.)

Aus (5) und (6) folgt die Invarianz der I, I;» gegen Parameter-Anderung.
Wir definieren nun genau wie zuvor den I, als grossten Untervektorraum des
I, normal zum I,. Wenn dann wieder

z?zx.«

3y,0y,

()

die Projektion der zweiten absoluten Ableitung 9% ;/dy,9y, in den I, be-
zeichnet, so folgt wie frither aus (6) der Flichentensorcharakter der Grossen
(7), die den I, aufspannen.

Die Definition der Iy,...- resp. I;-Riume und der Nachweis der In-
varianz gegen Parametertransformationen, sowie des Flichen-Tensor-
charakters der Grossen
(®) o
BYp, - Ty,
geschieht wie im §1 und bietet keine Schwierigkeiten.

Wir haben noch nicht benutzt, dass der R, von konstanter Kriimmung
ist. Diese Voraussetzung wollen wir nun zur Herleitung einer wichtigen Rela-
tion verwenden:

Wir gehen dabei von der Relation aus

5 [0 ( St >] & [0 ( Stx; )]
3y, Ldyg \3yp, - - - 99p, 3y, L3y, \3yp, - - - 9p,

®

die man aus (1) sofort ableitet, und in der
(10) Rijas = k(giagiv — gidgia)

der Kriimmungstensor des R, der konstanten Kriimmung % ist. Setzt man
(10) in (9) ein, so wird die rechte Seite gleich

d9x; dx; dxp 9x; dix; 0%,
—k gip———— — )+ b—\gjo———— ,
9y, 3Yp, - - 3Yp, 9Yr 9yr FYp, - Y, 0¥

also Null fiir 1. Fiir =1 wird sie gleich
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ax.- 6xi 6x;, ax¢ 6x,- 6x.,
—k—\sn ) + £ gia

9y, 9yp, 9Yr 9y, 9Yp, 9,
0x; s
=—k (Bqur - 5erq)’
0,
wOo
(11) B ax; ax,,
re T &k 9y» 9y,

der Masstensor der F, (des I,) ist. Wir erhalten somit
0 [ D ( Hx; )] ¢ [ D ( D )]
3yr L3ye \3yp, - - - I, 3y LIy \Oyp, - - - Oy,

{ 0, firzs1,

(12)

dx
—k
i)

* (3¢Bpyr — 8,Bp,g), fiirt = 1.

Vs

Wir sind jetzt in der Lage die Symmetrie der Grossen (8) in bezug auf die
Indizes pi, - - -, p» nachzuweisen. Aus der Definition dieser Grossen als
Projektion von

0"x.~

. 3o, %Y
in den I; folgt

0‘x,~ 0‘x,~
(13)

= + Vektor des I12...:1.
Bysum O Oyp By

Durch absolute Differentiation nach y, erhalten wir daraus

4 ( 0‘x,~ ) 0‘+1x; D < 0'x.- )
(14)  Oyg \Byp, - - -y, /  FYPYp, - F¥p, 9 \IYp, - - - Yy,
+ Vektor des Iis...¢.
Wir schreiben (14) anders

S ) Sl
3Ypy* Yo/ . IV IV, - - By,

¢
14y — ( + Vektor des Iys...¢.
3y,

Daraus folgt durch Differentiation nach y,

K [0 ( St )] Sty
(15) 3y, L9y \8yp, - - - Oy, 39,8y Yp, - * - 99p,
+ Vektor des I2...441,



308 WALTHER MAYER [September

und weiter durch Projektion in den 7,

(16)

oG]
3yr LIyq \yp, - - - 3Yp, 3933y, - - - Iy,
t+2

Aus (12) und (16) folgt die Symmetrie der linken also auch der rechien Seite
von (16) in r und q.
Wir erhalten weiter aus (14’), bei Benutzung von (13) (fiir 41 statt £)

¢ /. da; DIan¥
an — = + Vektor des I1s...s,
3o \yp, - - - 3y, 3Y3Yp, - - By,

was durch Differentiation und darauf folgender Projektion in den I,

18) ) [0 ( 9, ):I & ( Sty )
3y Ldye \ 3y, « + - Fyp, 3y, \FYYp, - - - Iy,
t+2 t+2

gibt, also (16),

0 0t+1x‘ l"+2x,‘
(19) (_____) _ .
33 \0Y Y5, - - - Oy, 3y3y 3y, - - - Yy,

t+2

Haben wir gezeigt, dass
0t+lx‘.

0yq0ym T 09’1’:

in den unteren Indizes symmetrisch ist, so folgt die Symmetrie der rechten
Seite von (19) in den Indizes ¢, p1, - - - , p:. Aber wir zeigten soeben auch die
Symmetrie in ¢ und . Das heisst also, da (t=1) 9%;/9y 5y, (offenbar) sym-
metrisch ist, dass die Grissen (8) symmetrische Flichentensoren darstellen.

Wir haben damit alles hergeleitet, was notig ist, um die Verhiltnisse aus
dem euklidischen R, auf unseren Fall zu iibertragen. Die Masstensoren der
I-Riume sind wie dort

Ok, 0"x,-

N 3y, - 0Yp FYgy - - Y

)

(20) Epioptlarar = &
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und aus ihnen werden die Grundtensoren wie dort durch symmetriesieren
gewonnen. Die Frenet-Gleichungen §3 (11) ersetzt man durch ein véllig
gleichgebautes System, nur dass fiir das gewdhnliche Differential auf der
linken Seite das absolute Differential zu setzen ist. Dasselbe gilt fiir die Ne-
benbedingungen §4 (2), und fiir die wichtigen Formeln (5) und (7) des §4
erhalten wir dieselben Ausdriicke.

Was die Integrabilititsbedingungen des neuen Systems der Frenet-
Gleichungen betrifft, so lauten sie bis auf die zweite (nach (12)) genau wie
die fiir den euklidischen Fall abgeleiteten.

Nur die der Gleichung ((15), §4) entsprechende lautet jetzt etwas anders,
da der der Gleichung (§4 (13)) entsprechende Ausdruck fiir absolute Ablei-
tungen jetzt nicht Null ist, sondern gleich ist der rechten Seite von (12).
Aber an den Uberlegungen, die dort zum Ziele fiihrten, ist nichts zu dndern.
Sie liefern genau wie dort den Beweis der Theoreme.

INSTITUTE FOR ADVANCED STUDY,
PrINCETON, N.J.



