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Einleitung : Die Stellung des Problems

Wie eine Strecke durch ihre Länge, ein Dreieck durch seine Seiten und

eine Kurve durch ihre Bogenlänge und die Krümmungen bis auf eine Kon-

gruenz-Transformation im Rn konstanter Krümmung bestimmt sind, so ist

auch die e-dimensionale Fläche (Fe, e = \, 2, ■ ■ • , n — 1) des Rn konstanter

Krümmung durch ein System von invarianten Formen bis auf ihre Lage im

Rn festgelegt.

Wir meinen damit den Kongruenz-Satz:

Kongruente Fe haben gleiche Formen-Systeme und umgekehrt.

Zu der Aufgabe der Herstellung eines die Fe vollständig bestimmenden

Formen-Systems tritt ganz natürlich die, die Bedingungen dafür anzugeben,

dass es zu einem gegebenen System von Formen eine Fe dieses Formen-Systems

gibt. (Für die F2 des euklidischen R3: die Gauss'schen resp. Codazzi'schen

Relationen.)

Die beiden so skizzierten Probleme wurden 1924 von C. Burstin und dem

Verfasser gelöst (das zweite Problem für das vollständige System der "Mass-

tensoren") ; die Darstellung (siehe Duschek-Mayer, Lehrbuch der Differen-

tialgeometrie, in der Folge als Lehrbuch zitiert) benutzt aber Hilfs-Beine, die

die Normal-Vektorräume der Fe aufspannen, und die zwar ohne Schaden

eingeführt werden können, aber als "fremdes Element" einen Schönheitsfeh-

ler für die Darstellung bedeuten.

In der nun vorliegenden Arbeit wird dieser "Schönheitsfehler" beseitigt.f

Die neue Darstellung hat damit den Vorzug, mit den Koordinaten des

Raumes Rn und den Parametern der Fläche Fe allein auszukommen: Bein-

Indizes gibt es keine.

Es ist natürlich klar, dass sich in dieser Darstellung dann alle geometri-

schen Verhältnisse im Formalismus klarer zu erkennen geben, unverwischter,

da zwischen Objekt und Symbol sich nichts fremdes mehr einschiebt.

* Presented to the Society, April 20, 1935; received by the editors December 12, 1934.

t Es soll damit nicht behauptet sein, dass die ursprüngliche Darstellung (Lehrbuch) nun über-

flüssig geworden ist, da gerade für die Behandlung spezieller Probleme sich die Einführung von

Hilfs-Beinen als zweckmässig erweist.
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Die vorliegende Arbeit hat bereits einen Vorgänger: Eine mit C. Burstin

gemeinsam verfasste, aber vom Schreiber allein ausgearbeitete Schrift

(Monatshefte für Mathematik und Physik, vol. 35 (1928), pp. 87-110: Über
das vollständige Formensystem . . . ) enthält eine solche Hilfs-Bein-freie Dar-

stellung der Theorie.

Methodische Unzulänglichkeiten aber, aus dem natürlichen Bestreben

entstanden, für die Darstellung der Vektoren von Vektorräumen ausschliess-

lich unabhängige Basis-Vektoren zu verwenden, hatten eine Unsymmetrie in

der Behandlung gleichartiger Objekte zur Folge, die nicht in der Natur des

Problemes liegt.

Es galt also das Widerstreben zu beseitigen, eine nicht linear unab-

hängige Vektor-Basis für die Beschreibung zu verwenden, und damit jenes

Basis-Bein voll zu benutzen, das sich völlig natürlich dem Geometer dar-

bietet.

Eine Neubearbeitung der erwähnten Schrift erschien uns auch umso er-

strebenswerter, als die hier gebotene Theorie keine triviale Verallgemeinerung

der Verhältnisse des Dreidimensionalen darstellt, sondern im Gegenteil ganz

neue Erkenntnisse vermittelt.

Dies klar hervortreten zu lassen war auch unser Hauptbestreben. Wir

gingen daher auch viel genauer ein auf die geometrische Natur aller auftre-

tenden Grössen, als dies in der erwähnten Schrift und in der Darstellung des

Lehrbuchs geschah.

Es war dabei nicht immer leicht, sich der Lockung eines allzuliebevollen

Eingehens in die Details zu entziehen, doch geschah dies im Interesse der

Einheitlichkeit der Darstellung.

Was das verwendete Formen-System betrifft, so kann eine solches auch

für die Fe eines beliebigen Riemannschen Raumes definiert werden (Schluss-

paragraph) .*

Da es aber in einem solchen Räume den Begriff einer Kongruenz nicht

gibt, so hat das so definierte Formen-System keine besonders tiefe Bedeu-

tung.

Aus didaktischen Gründen werden in der vorliegenden Arbeit (wie im

Lehrbuch) zuerst die Verhältnisse im Euklidischen besprochen. Der Leser

braucht dann, sobald rechtwinklige kartesische Koordinaten eingeführt

werden, von einem "verallgemeinerten Ricci-Kalkül" nichts zu wissen.

Es genügen gerade jene Kenntnisse des Tensor-Kalküls, die dem feld-

theoretisch orientierten mathematischen Physiker heutzutage geläufig sind.

Den Rn konstanter Krümmung erledigen wir im Schlussparagraphen.

* I. A. Schouten und E. R. van Kampen, Über die Krümmung einer Vm in F„, Mathematische

Annalen, vol. 105 (1931).
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1. Die Schmieg- und Normal-Vektorräume der F., im euklidischen Rn

Wie in der Einleitung erwähnt, benutzen wir in unserer Darstellung die

sogenannten rechtwinklig-kartesischen Koordinaten zur Beschreibung des

euklidischen Rn. Die zulässigen Koordinatentransformationen, nämlich die,

welche den Masstensor

(1)
(0,   i ^ k,

gik = Sa = <
U,    i = ft,

numerisch invariant lassen, nennt man ortogonale Transformationen. Als

Punkt-Transformationen aufgefasst, stellen sie die Kongruenz-Transforma-

tionen des euklidischen Rn dar.

Die Fe liege in der Parameterdarstellung vor

(2) Xi = Xi(yu ■ ■ ■ , y.) (t = 1, • • • , n).

Was Stetigkeit und Differenzierbarkeit der in der Folge auftretenden Funk-

tionen betrifft, so setzen wir sie voraus, soweit unser Problem es erheischt.

Es wäre ja von gar keinem Nutzen, den Gedankengang jedesmal zu unter-

brechen, um diese differentialgeometrisch unwesentlichen Voraussetzungen

an jeder Stelle genau zu fixieren.

Wir betrachten nun den beliebigen Punkt P der F,; in ihm sind durch die

e Raum-Vektoren*

dxi
(3) — (p = 1, • • • , D

dyp

ein /-Bein aufgespannt: der erste Schmieg-Vektorraum oder Tangential-Vek-

lorraum I\ der Fe.

Der Tangential-Vektorraum Ii hängt von der Wahl der Flächenparameter

(ji, ■ ■ • , y.) nicht ab. Ist nämlich

ß0 yp = My* • ■ ■, y>),
yp = yP(yu ■ ■ • , y.)

* Wenn wir von einer geometrischen Grösse als Raum-Tensor sprechen, so meinen wir den

Transformationscharakter bei Veränderung der Raumkoordinaten allein (also bei Fixierung der

Flächenparametery\, • • ■ ,y,).

Ebenso wollen wir von einer Grösse als Flächen-Tensor sprechen, sobald wir ihren Transfor-

mationscharakter bei Veränderung der Flächenparameter allein beschreiben.

So werden wir ein und dieselbe Grösse je nach Notwendigkeit einmal als Raum-Tensor und ein-

mal als Flächen-Tensor ansprechen.

Wenn der gemeinte Tensorcharakter aber ohne weiteres einzusehen ist, werden wir die nähere

Angabe (Raum- resp. Flächentensor) späterhin unterlassen. (Also besonders bei jenen Grössen, die

nur Raum- oder nur Flächenindizes enthalten.)
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eine Parametertransformation, so folgt aus

dxi     dXi dyr dXi     dXi dyr

dyP     dyT dyp dyp     dyr dyp

sofort die Identität der Vektorräume

(6) i ^Xi\      (j   i *>Xi\

\dypj \dyj

Als Flächengrössen aufgefasst, d.h. bei Transformation der y, sind die

dxi/dyp (i = l, • • • , n) ein System von n kovarianten (Flächen) Vektoren.

Der zweite Schmieg-Vektorraum In im Punkte P der F, ist definiert durch

Gesamtheit der Raum-Vektoren

(7)
( dxi d2Xi 1

\dyp dypdyj

Wie der Tangential-Vektorraum Ii ist auch dieser Vektorraum von der Wahl

der Flächenparameter unabhängig.

In der Tat gilt ja neben (5) das durch Differentiation von (5) abgeleitete

System
d2Xi dXi d2yr d2Xi dyr by,

dypdyq     dyr dypdyq     dyrdy, dyp dyq

d2Xi dxi d2yr d2Xi dyr dy,

dypdy3     dyr dypdyq     dyrdys dyp dyq

Aber aus (5) und (8) folgt die Invarianz des In gegen Parametertransforma-

tionen.

Die Relationen (5) und (8) sind nur Spezialfälle einer durch Rekursion

herzuleitenden allgemeinen Formel

dhXi dhXi        dyri dyTh dkx{

+ 2-, ~        : (••*),
f9\9f* ' ' ' dyp»    dyri' ' ' dyr» dypi      df*    **• dy"-' '' dyr»

dhXj        _        dhXj        dyri        dy,k      hj±        dkxt       ^ ■

dyPl ■ ■ ■ dyPh     dyTl ■ ■ ■ dyn  dyP1        dyPh     M  ö% • • • dyrt

Definieren wir als ktert Schmieg-Vektorraum In...k den Vektorraum

d2Xi dkX{ )

(10)
( dXi

\dyPl dyPldyp, dyPl ■  • dy%

so folgt aus (9) für A= 1, 2, • • ■ , k die Invarianz des In - ■ • * gegenüber Para-

metertransformation.
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Nachdem wir so die (invarianten) Schmieg-Vektorräume im Punkt P der

Fe definiert haben, kommen wir zu weiteren (invarianten) Vektorräumen,

den Normal-Vektorräumen der Fe.

Die Schmieg-Vektorräume sind so definiert, dass der In...k den In- ■

enthält.

Die Gesamtheit der Vektoren des In---k die auf den In... *_i normalstehen,

bildet ebenfalls einen linearen Vektorraum, den wir den Normal- Vektorraum Ik

der F, nennen.

So ist der 72 definiert als der grösste Unter-Vektorraum des In, der auf

den Tangential-Vektorraum Ii normal steht u. s. w.

Wir führen jetzt die folgende Bezeichnung ein:

Die Projektion irgend eines im Punkte P der Fe definierten Raum- Vektors

\i(i = \, ■ ■ • , n) in den Vektorraum In-.-k (resp. Ik) bezeichnen wir ^us...*

(resp. Xit).

Den Raum-Vektor
dkXi

dyP1 ■ ■ ■ dyPkt

aber werden wir in der Folge stets ohne das am Querstrich angehängte k, also

dkXi

dyPl ■ • ■ dyPk

schreiben.

Betrachten wir jetzt die Relation (9) als eine zwischen den Raum-Vek-

toren, die in ihr auftreten, so ergibt die Projektion in den TVVektorraum, da

dieser zum 7i2.. -h-i normal steht:

dhXi dhXi dyri dyrh
■ >

^ dyPl ■ ■ • dyPh     dyri ■ ■ ■ dyrh  dyPl dyPh

dhXi dhXi dyTl dy,

dyP1 ■ ■ • dyPh     dyri ■ ■ ■ dyn   dyP1 dyt

Die Raum-Vektoren
dhXi

(12) -
dyPi ■ ■ ■ 3yPh

die ersichtlich den Ik-Vektorraum aufspannen, verhalten sich also in bezug auf

die Transformation der y wie ein System von n (i = l, •••,«) symmetrischen

kovarianten Flächentensoren hter Stufe.

(Die oben gegebene Konstruktion der Normal-Vektorräume der Fe,
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durchgeführt für die Fi (Kurve), führt natürlich auf ihre Normal-Vektoren.)

Bei der Konstruktion der In.. .^-Schmieg-Vektorräume werden wir einmal

zu einem In. . -m gelangen, der Eigenschaft

7i2...m 5^ 7i2...m_1} aber

7l2...m+l = 7l2...m.

Wir nennen dann In- ■ -m den "letzten" oder "grössten" Schmieg-Vektorraum der

Fe. In der Tat folgt aus (13)

(14) 712...m+2 = 712...m+l = 7i2...m U.  S. W.

Ist In-.-m der letzte Schmieg-Vektorraum, so folgt aus der zweiten Gleichung

(13)

(15) 7m+1 = 0,

d. h. der Im+i ist leer, er existiert nicht. Ebenso folgt aus (14) 7OT+2=0 u. s. w.

Wir können statt (15) auch schreiben

dm+1Xi

(16)-m 0
dyP1 ■ ■ ■ dyPm+1

und in der Folge
dNx-

(17) -'--= 0      für N > m.
dypi ■ ■ • dyPlf

Das Raum-Vektorbein

dxi d2Xi dmX{

(18)
dyPl     dyPldyP2 dyPl ■ ■ ■ dyr

nennen wir kurz eine Basis der Schmieg-Vektorräume der Fe. In Bezug auf

die Transformationen der Parameter stellt die Basis ein System von ko-

varianten und symmetrischen Flächentensoren erster bis mter Stufe dar.

2. Das System der Grundformen der F,; die Masstensoren

der 7\-Räume

Ein Raum-Vektor, der ganz im Ih liegt, hat als Darstellung

dhXi
(1) X,-=-n>

dyPl ■ ■ ■ dyPh

Die Darstellungsgrössen I«" p*, die wir symmetrisch in allen Indizes wählen,

bilden ihrem Transformationscharakter nach einen symmetrischen kontra-

varianten Flächentensor hier Stufe.
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Ein solcher Tensor hat

273

-rn
verschiedene Komponenten.

Da im allgemeinen die den Ih aufspannenden Raumvektoren

dkx{

dypi■ ■ ■ dyr

nicht linear unabhängig sein werden, hat auch der Nullvektor (X, = 0) Dar-

stellungen

dhXi

(2) 0 =
dyPl■ ■ ■ dyp

mit öPI--'p*, die nicht alle verschwinden. Die Anzahl linear unabhängiger

Lösungen von (2), dh, ist gegeben durch

(3) dh = Lh — lh,

wenn lh die Dimension des Ih ist, d. h. der Rang der Matrix

dhXi

dyPl ■ ■ ■ dyp

In der Darstellung (1) des Vektors X; des Ih sind die ■ph bis auf eine addi-

tive Null Lösung dPL'"ph von (2) bestimmt.

Für die Länge (X,X,)1/2 des Vektors X; gibt (1)

(4)
X,Xf =

dhXi dhXi

dyPl ■ ■ ■ dyPh dyqi ■ ■ ■ dys

= p , lvi---phln---qh
J-,PVPh\QVlh1' 1 )

wo der kovariante Flächentensor

(5) EPl. ■ .Pk\qv ..qh

dhXi ÖhXi

dypi ■ • • dyPk dyQ1 ■ • ■ dys

nach (4) der Masstensor für die durch die l*1'',ph dargestellten Vektoren des

Ih ist. Der Masstensor (5) enthält nur Flächen-Indizes mehr, er ist in den



274 WALTHER MAYER [September

(durch den Querstrich getrennten) beiden Indizes-A-Tupel symmetrisch

und ausserdem symmetrisch in bezug auf die Indizes eines jeden der beiden

«-Tupel. Da er zudem als inneres Produkt zweier Raum-Vektoren bei orto-

gonalen (Kongruenz) Transformationen invariant bleibt, so folgt, dass kon-

gruente Flächen Fe äquivalente Masstensoren der In Räume haben (d. h. bei

geeigneter Wahl der Parameter gleiche Masstensoren).

Multiplizieren wir (2) mit

dhXi

dJn ■ ■ ■ dy«

so gewinnen wir

(6) 0 = fi,,...«,,,...«^."».

Somit ist jede Null Lösung dpl"'ph von (2) eine Lösung von (6). Ist dann

umgekehrt der Tensor 0pl'"pi eine Lösung von (6), so folgt nach Multi-

plikation mit 611 • • •Qh nach (5)

/      dhXi \ /      dhXi \
0  =  f -ßQl---Qh \   I - 0P1 "  M j

\dyqi • ■ ■ dyqh / \dyPl ■ ■ • dyPh /
(7)

" / dhXi \2

i-i\dyPl ■ ■ ■ dyPh /

d. h. es gilt (2).

Wir haben damit das wichtige Resultat gewonnen:

Die Gleichungen (2) und (6) für die dpl"'ph haben dieselben Lösungen.

Das bedeutet aber, dass die Matrizen*

dhXi

(8)
dyPl■ ■ ■ dyf

und E

den gleichen Rang haben: Die Dimension des Ih-Vektorraums lh ist also zu-

gleich der "Rang" des Masstensors EPl■■■Ph\qi---H dieses Vektorraums. Ist

Ii3...„ der letzte Schmieg-Vektorraum, so ist das vollständige System der

Masstensoren der Fe das System der m Tensoren

(9) 7iPl|9l, 7£j,lP2|sl92,       , EPl...Pm\qi...qm.

Der symmetrische Masstensor des 7!

* In der Matrix ||-EJ,1...,>A|gi...<,J| entspricht einem bestimmten />-Tupel eine Zeile und einem

bestimmten g-Tupel eine Spalte.
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dXi dXi
(10) EpU = — —

dyp dyg

ist der metrische Tensor der Fe (als /-dimensionaler Riemannscher Raum

betrachtet).

Wir werden im Folgenden zeigen können, dass die Masstensoren (9) die

Fe bis auf ihre Lage im Rn, also bis auf Kongruenz, bestimmen. Aber wir

zeigen mehr!

Definieren wir nämlich durch

(10') •B»r»MlM+i"-»Jn •••**»- BpvP,JPl ■ ■ ■ **»

die in allen Indizes p\, p2, ■ ■ ■ , p2k symmetrischen kovarianten Flächentensoren,

die Grundtensoren Bp,...p,k, k = \, 2, ■ • ■ , m, so können wir zeigen, dass

bereits durch die Grundtensoren

(11) Bpq = 7ip|g, BPl...Pl, • • • , BPl...Ptm

die Fe bis auf Kongruenz festgelegt ist.

Der Vergleich der Koeffizienten von £»«•••     in (10) führt auf

(12) (2k)lBP1...P2k -   E ■^cI...<!iict+1...c2t,

wo in der Summe rechts die d, c2, ■ ■ • , c2k alle (2^)! Permutationen von

pip2 ■ • -pik, also auch gleiche, durchlaufen.*

3. Die Frenet-Gleichungen für die Fe des 7?„

Um das in der Einleitung gestellte Problem zu lösen, müssen wir ein

System totaler Differential-Gleichungen für die Grössen

dXi        d2Xi dmXi

(1) *i,
dyP     dyPldyp, dyPl ■ ■ ■ dyv

als Funktionen der yi, • • • , y, aufstellen: die Frenet-Gleichungen der Fe.

* In der Tat: Enthält pi, pi, • • • , pik der Reihe nach a, b, • ■ • ,f gleiche Indizes, so ist

(">' b
a\b\---f\Pl"™

der Koeffizient von Z"i • • • l"n in (10') rechts.

Der entsprechende Koeffizient links hat die Form der rechten Seite von (12), wobei aber in

der Summe nur die verschiedenen Permutationen von pi, pi,---, p%k auftreten. Da aber die rechte

Seite diese (a! 4! • • • /!)-fach enthält, ist

1

a\b\- ■ •/!
der Faktor links.
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Für Xi gilt

dXi
(2) dxi =-dyp.

dyp

Wir gehen nun daran, die Differentiale der übrigen Grössen der Reihe (1)

zu bestimmen.

Aus der Formel

dkXi dkXi

(3) - =-h Vektor des7i2...i-i
dyPl ■ ■ ■ dyVk     dyPl ■ ■ ■ dyPk

gewinnen wir

d   I dkXi \ dk+1Xi
(4) - -)=-■-h Vektor des/.,...*.

dyt \dyP1 ■ • • BypJ     dyPl ■ ■ ■ dyPkdyt

Somit gibt die Projektion in den Ik+i

)kX<       \ dk+lx<d   / dkXi \

dyt \dyPl ■ ■ ■ dypJ dy*x ■ ■ ■ 9yPkdyt

-i+i

und in den Ik+r, r = 2, 3, ■ • •,

d   /        dkXi \
(6) —(--—)     =0 (r = 2,3,-..).

dyt \dyPl ■ ■ ■ dyPJ

■ h+r

Also gilt die Darstellung für den Raum-Vektor

^yPk+

d

/ dkXj \

1\dyPl ■ ■ ■ dypJ

/       dkX{       \       ri dX{        rir2 d2X{

lT ~      ) = TPl...PkPk+1 —      h TPl...PkPk+1 — -
:+l \dyPl ■ ■ • dyPk/ dyri dyrßy,^     dJpk+i \dyPl ■ ■ ■ dyPkJ dyri dyridyr2

rt...rt 9** dk+'Xi

T " " "  + -1 PI-■ -PkPk+l . + - - .
dyri ■ ■ ■ dyrk     dyPl ■ ■ ■ dyPkdyPk+1

Wir zeigen weiter, dass in (7)

d'x-
(7')       TPl'.'.r.pkpk+1 ~-—— = 0   ist für / = 1, 2, • • • , k - 2.

dyn ■ ■ ■ dyrt
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Aus

dkXi dhXi

(8) -'-= 0,
dypi ■ ■ ■ fypk Qyrl ■ ■ ■ dyn

für A = l, 2, • • • , k — 2 (allgemein für h^k) folgt durch Differentiation

d       / dkXi \ dhXi/      dkXi      \ dhXi

dyPk+i\dypi • • ■ dypJ   dyri • • • dyrh
(.8 )

dkXi

dyP1 ■ ■ ■ dyPk dyPk+

Nach (7) ist

(--— ),fürÄ= 1,2, ••• ,k-2.

dyT n \dyri ■ ■ ■ dyThJ

ein Raum-Vektor des 7i2...a+i, also wegen h = \, 2, • • • , k — 2, ein Raum-

Vektor des 7"i2 •. -k-i-

Dagegen liegt
dkx{

dypi ■ ■ ■ 3yPk

im Ik. Da aber die Vektorräume In- ■ -k-i und Ik normal stehen, ist die rechte

Seite (8') und somit die linke Seite (8') Null. Multiplizieren wir also (7) mit

dhXi

dy>i ■ ■ ■ dy>H

so erhalten wir

(9) ^PvPkPk + ̂ r^ - -rh\ai---th = 0.

Aus (9) aber folgt nach §2 die Behauptung (7').

Wir schreiben somit statt (7)

(A = 1, 2, — 2),

_ /    dkXj    \       .Tk_x _a*-

\   . *\        l PVPkPk+l .
Ki \dypi ■ ■ ■ dyPk/ dy , ■ • •

dk~lXi

(io)    dyph+1   y"1''' dyp" dy 1''' 3yrk~l

rl'''rk dkX{ dk^"^Xi

~\~ rPl..-pkPk+i ~ 7       t* ;
dyri ■ ■ ■ dyrk     dyPl ■ ■ ■ dyPkdyPk+l

Für k = m tritt noch hinzu §1 (16)
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dm+1x{

(10') -= 0.
dypi • ■ ■ dyPm+1

Wir können nun das System der Frenet-Gleichungen der F, anschreiben:

dxi
dxi =-dyp,

dyp

(dxA       / r    dXi        d2X{ \

dypJ     \ PQ dyr     dypdyj '

d(_^_]=(Tri'"rh-1 _
a \   „ „ ) \ 1 PI" ' PkPk +1 .

\dyPl ■ ■ ■ dyPk/     \ dyri

dk~lXi

■ ■ dyr,-i

ri...Tk dkXj dk+lX{

+ ^VVPkPk+1   _ . ~T '
dyri ■ ■ ■ dyrk     dyPl ■ ■ ■ dyPkdyPk+

-^dyPk+1,

(ii)

rf \ - n / ~ \    Pi"' PmPm +1 3
\dyPl ■ ■ ■ dypJ     \ dyri ■

T\"'rm dmX{ \

+ TPv..PmPm+1 — -     1 dyPm+l.
dyr, • ■ ■ dyrJ

Die in (11) auftretenden Koeffizienten

\l*J 1 PI-■-PkPk+l! 1 PI-■-PkPk + '

seien in den oberen Indizes symmetrisch angenommen; sie sind bis auf Null

Lösungen 0ri""r*-1 resp. 0ri"'r4 von

d^Xi dkXi
-T1---rk-i _ o   resp. -0ri..-r* = o

dyrk ■ ■ ■ dyrk_, dyr, ■ ■ ■ dyrk

fixiert.

Ausser der {angenommenen) Symmetrie in den oberen Indizes folgt für die

Grössen (12) die Symmetrie in den ersten k unteren Indizes aus (11). Was nun

den Charakter der Grössen (12) in bezug auf Parametertransformation be-

trifft (Raumtransformationen lassen sie invariant), untersuchen wir einen

längs eines Kurvenstücks der Fe definierten Raum-Vektor X,- des Ih
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dhx-
(13) \i = -■- /Pl-M.

dyP1 ■ ■ ■ dyPh

Bilden wir d\i, so gewinnen wir nach (11)

dyP1 • ■ • c)yr>_1

(14) dyTl ■ ■ ■ dyrh

dh+1Xi

H-lpi'"phdyPh+1.
dyPl • • ■ dyPhdyPh+1

Da d\i invariant in bezug auf eine Parameteränderung ist, und die

dkXi

dyri - ■ ■ dyn

symmetrische Tensoren in bezug auf diese Transformationen sind, folgt, dass

(bis auf ihre Unbestimmtheit) die

Tensoren sind, wogegen die

*vr4-i

1 Pl---P*p;l+1

i Pl---PhPh+i

den Charakter von Christoffel-Symbolen haben.

In der Tat ist mit dem symmetrischen Tensor lri'"rh nach (14)

(15) Dl        = dl       +TPl...Phtl dyt

ebenfalls ein symmetrischer Tensor, den wir das Ik-Differential von /ri---r*

nennen wollen.

Will man die Relation (10) in eine Form bringen, die auch den tensoriellen

Charakter der in ihr eintretenden Grössen in bezug auf die Parametertrans-

formationen zur Geltung kommen lässt, hat man zu schreiben

5*1/ dlXi \ rv..rt dkX{

~ \ ~l Z     ) — TPl...pkpk+l —
dypk+i \dyp • • ■ dyPk/ dyri ■ ■ ■ dyr

(16)

dy^ ■ ■ ■ öyrt_l     dyPl ■ ■ ■ dyPkdyPk+1
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Mit der rechten Seite hat jetzt auch die linke Seite Tensorcharakter sowohl

in bezug auf die x- als auch auf die y-Transformationen.

Das Differential des Raumvektors X< des Ih liegt nach (14) nicht im Ih

mehr. Dagegen gilt für seine Projektion in den Ih (14), (15)

(17) <*X, - -—-
-*     3yr, ■ • • dyrh

Das Verschwinden der Ih-Ableitung des Darstellungstensors /ri---r* eines

Vektors X,- des Ih bedeutet also, dass der Raumzuwachs d\i auf den Ih normal

steht. Einen Vektor X, des Ih dieser Eigenschaft nennen wir Ih-parallel.

Die Zi-Parallelverschiebung ist die von Levi-Civita.

In derselben Art, in der wir die Zi-Parallelverschiebung definierten, kön-

nen wir eine Parallelverschiebung für Raum-Vektoren beliebiger Vektor-

räume definieren. Ist z. B. jetzt X< ein Vektor des In-    so definiert

(18) dXi
-12...»

das In- ■ -ä-Differential von X,-. Wir nennen X< nun In - ■ .^-parallel, längs einer

Kurve der Fe, wenn längs dieser das /^...»-Differential (18) verschwindet,

also, wenn der räumliche Zuwachs von X,- längs dieser Kurve stets normal

steht zum In - ■ -h- Die näheren Ausführungen bringen wir im §6.

Hfl Zuvor aber seien einige für diese Zwecke notwendigen Formeln her-

geleitet. Ist in (13) Xi = 0, also /pi---j>* = 0piso gibt (14) (0 bedeuten

Nulltensoren):

Pl'-'PhPh+l "(Pk + O '

(20) dd        + TPl...Pkte        dyt  = 0

und

dh+1x-

(21) *-= 0,  resp. n+li,I...ptpJk+1«"-»» = 0,
dyPl ■ ■ ■ dyPhdyPh+l

welche Relationen für jede Null Lösung 6Pi ■ • •*» gelten von

ßhx.
(22)-ßpi — ph = o.

dyP1 ■ ■ ■ dyPh
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4. Berechnung der in den Frenet-Gleichungen eintretenden T-Koef-

fizienten und der Masstensoren der /»-Räume aus den

Grundformen der Fe. Beweis der Theoreme

(1)

Die innere Orientierung des Basis-Beins des In...,

dxi       d2Xi dmXi
■ > • • • >

dyP1    dyP1dyPi dyPl ■ ■ ■ dyPm

d. h. die Längen und Winkel der Raum-Vektoren (1) ist völlig bestimmt

durch das System

dhx{ dkx{

^ dypi ■ ■ ■ dyPh dyn ■ ■ ■ dyq
= 0,   für h ^ k,

dhXi dhx{

pi
fypi • • • dypk dy*i ■ • • &y.

■^Pr--Jilir--«'

Wenn wir die Koeffizienten T der Frenet-Gleichungen und die Masstensoren

E aus den Grundformen berechnet haben, so können wir das System der

Frenet-Gleichungen als System totaler Differentialgleichungen für die Grös-

sen
dxi      d2Xi dmXi

(1) Xi, —> -> : v t -
dyp   dyPldyP2 dyPl ■ ■ ■ dyPm

betrachten mit dem System (2) als zusätzliche Bedingungen (Nebenbeding-

ungen). Wir haben zwei Probleme zu lösen.

Das erste ist der Beweis des Kongruenz Satzes:

Kongruente Fe haben gleiche Grundformen und umgekehrt sind F, mit

gleichen Grundformen kongruent.

Um das zu zeigen, genüget es zu wissen, dass die Koeffizienten der Frenet-

Gleichungen wie die in (2) eintretenden £-Grössen durch die Grundformen

eindeutig bestimmt sind.*

In der Tat folgt aus der Definition der Grundformen als innere Produkte

von Raumvektoren ohne weiteres, dass kongruente F, dieselben Grund-

formen haben. Haben aber zwei Fe gleiche Grundformen, und bestimmen

diese eindeutig die T und E, so haben sie dasselbe System der Frenet-Glei-

chungen mit Nebenbedingungen (2).

Wir können also durch eine Kongruenztransformation erreichen, dass die

* Die T natürlich nur bis auf ihre Unbestimmtheit (Nulltensor), die in das Frenet-System wegen

der Nebenbedingung (2) aber nicht mehr eintritt.
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eine Fe in eine solche Lage kommt, dass in einem gemeinsamen Punkt der

beiden Fe die Basis-Beine (1) zur Deckung kommen.

Wir haben damit zwei Lösungen (die erste F, und die kongruent ver-

pflanzte zweite) des Frenet-Systems mit gleichen Anfangsbedingungen.

Diese zwei Lösungen müssen daher ganz zusammenfallen (die Stetigkeit

der T vorausgesetzt).

Damit ist das Kongruenztheorem bewiesen.

Unser zweites Problem ist zu zeigen, dass es zu gegebenen Grundformen,

wenn gewisse {in der Folge abgeleitete) Bedingungsrelationen zwischen den Kom-

ponenten dieser Grundformen erfüllt sind, stets Fe dieser Grundformen gibt.

Um das zu zeigen, muss man aus der Theorie totaler Differentialglei-

chungen mit Nebenbedingungen folgendes wissen:

Unser System (2) stellt die Nebenbedingungen dar, die dem System (1')

der Lösungen des Frenet-Systems auferlegt sind, damit die integrierte F. die

gegebenen Grundformen hat.

Die sogenannten Integrabilitätsbedingungen des Frenet-Systems stellen

wieder Gleichungen zwischen den Grössen (1') dar, also weitere Bedingungen,

die, wenn (2) die einzigen Nebenbedingungen sein sollen, eine Folge von(2)

sein müssen.

Unter dem abgeleiteten System des Systemes (2) verstehen wir jenes, das

durch Differentiation des Systemes (2) unter Verwendung des Frenet-Sys-

tems entsteht. Da auch das abgeleitete System die Form von Gleichungen

zwischen den Grössen (1') hat, muss es eine Folge des Systemes (2) sein,

wenn dieses das alleinige System der Nebenbedingungen ist.

Aus der Theorie totaler Differentialgleichungen mit Nebenbedingungen

aber wissen wir, dass wir, wenn sowohl die Integrabilitätsbedingungen als

auch das abgeleitete System der Nebenbedingungen eine Folge der Nebenbe-

dingungen sind, das System für solche Anfangswerte lösen können, die den

Nebenbedingungen genügen. Die integrierte Lösung erfüllt dann in ihrem

ganzen Geltungsbereich die Nebenbedingungen.

Wir haben also zu zeigen, dass wir die E und Y so berechnen, dass bei Er-

fülltsein gewisser Bedingungen zwischen den Komponenten der Grundformen,

die Integrabilitätsbedingungen und das abgeleitete System aus (2) eine Folge von

(2) sind.

Wir betrachten zuerst das aus (2) abgeleitete System:

Für k = h + 2, h + 3, ■ ■ ■ u. s. w. erhalten wir aus dem Frenet-System §3

(11) und (2)

(3)
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Das abgeleitete System dieses Teilsystems von (2) ist also von selbst eine

Folge von (2).

Dagegen folgt aus

d   / dkXi dk+1Xi \

dy, \dyP1 ■ ■ ■ dyPk   dyqi ■ ■ ■ dyqk+J

(4)

d    / dkXi \ dk+lXi

dyt \ dyPl ■ ■ ■ dypJ dyQl ■ ■ ■ dyqk+l

/      dk+1x{ \

t \dyqi ■ ■ ■ dyqk+J

^ d*Xi

dyPl ■ • • dyPk dy

wegen (2) und §3 (11):

(5) 0 = EPv..Pkt\qi...qk+1 + Tqi...qk+1tErv ■ tüIji—ji-

Das System (5) ist für eine gegebene Fe erfüllt. Wir werden es zur Berechnung

der E and T-Grössen zu verwenden haben. Sofern dann die berechneten E

und T das System nicht identisch erfüllen, stellt es Bedingungsgleichungen für

die Grundformen dar. Ist (5) erfüllt, so ist die aus (2) für k=h—1 abgeleitete

Gleichung eine Folge von (2).

Wir haben jetzt noch das aus der zweiten Relation des Systemes (2) abge-

leitete System zu betrachten. Wir erhalten aus

d d    / dkXi \ dkXi

^Pl" • *Pk\^l" ' Qk  ~ l ) "
dyt dyt \dyPl ■ ■ ■ dyPkl dyqi ■ ■ ■ dyqi

(6) - -
BkXi f dkxt \

i V dyqi ■ ■ ■ dyqJdyPi ■ ■ ■ dyPk dy

wegen (2) und §3 (11)

(7)     —      Epi...pk\qv..qk       TPr..PktETl...rk\qi.-.qk        Tqi...qktEri...rk[Pl...Pk = 0.
dyt

Diese Gleichung ist für eine gegebene Fe erfüllt. (Sie sagt aus, dass die Ih-

Ableitung des Masstensors des Ih verschwindet.)

Wir verwenden (7) wie (5) zur Berechnung der E und V und es gilt für

(7), was wir für (5) schrieben.

Ist (7) erfüllt, so ist die aus der zweiten Relation (2) abgeleitete Gleichung

eine Folge von (2).

Unser Resultat lautet:
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Gelten die Relationen (5) und (7), so ist das aus (2) abgeleitete System eine

Folge von (2).

Die Gleichungen (5) und (7) genügen allein noch nicht zur Berechnung

der E und T, wohl aber zusammen mit den Integrabilitätsbedingungen des

Frenet-Systems.

Die Berechnung geschieht schrittweise, ausgehend von der Integrabili-

tätsbedingung der ersten der Frenet-Gleichungen §3 (11).

Diese Integrabilitätsbedingung wird unter Verwendung des Frenet-Sys-

tems aus

(8) -(-)-) = 0
dyq \dyp/     dyp \dyq/

gewonnen. Sie lautet

r    ÖXi d2X{ r    ÖXi d2Xi

(8') Tvq-+- = Tqp-+-,
dyT     dypdyq dyr dyqdyp

und zerfällt als Folge von (2) in

(°) (Tpq - Yqp) — = 0
dyr

und

d2x{ d2Xi

(90 -= 0.
dypdyq dyqdyp

Die Relation (90 ist als Folge von (2) erfüllt. In der Tat ist ihre linke Seite,

multipliziert mit d2Xi/dyrdy8, wegen (2) und der Symmetrie Eigenschaft der

Epq\rs Null. Also verschwindet auch der absolute Betrag des Raum-Vektors

der linken Seite von (90 und somit dieser Vektor selbst als Folge von (2).

Multipliziert man (9) mit dxt/dys so gibt das nach (2)

(9") (Tpq - TTqp)Erls = (Tpq - Tqp)Brg = 0.

Ist (9") erfüllt, dann gilt (§2) (9). Also ist (9) eine Folge von (2), sobald (9'0

gilt. Von der ersten Grundform Brs, der Massform der Fe wird \ Bpq\ ^0 voraus-

gesetzt*

Dann ist (9") äquivalent

(9"0 Tp« = -Tjj,.

* Eine Voraussetzung, die für die gegebene Fe natürlich erfüllt ist.
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Diese Relation zusammen mit (7) für k — 1 gestattet aber (bekanntlich)

die Berechnung der TTn.

In der Tat lautet (7) für k = 1:

(10) dEp]q/äyt = TptET\q + TrqtET\p.

Setzen wir
dEplq/dyt = (pqt)

so gilt (9"')

(Pqt) ~ (tpq) + (qtp) = (IV + rrlp)Erit + (fqt - ftq)Erlp + (fpt - fqp)Er[t

(11)
= 2TptEr\q.

Wegen | Er\q | 5^0 aber erhalten wir aus (11) die Vpt als die bekannten Christof-

felgrössen für den Masstensor

(12) Bpq = Ep\q.

Wir haben damit als Resultat:

Aus der Integrabilitätsbedingung der ersten Gleichung des Frenet-Systems

und (7) für k = l konnten wir die in der zweiten Gleichung des Frenet-Systems

auftretenden T als Funktion der Bpq = Ep\q allein berechnen. (Da |73pa| ?^0

angenommen wurde, ist |[da:.-/dyi|| vom Range l (§2 (8).) Wir konstatieren

nochmals, dass die bei dieser Berechnung benutzte Integrabilitätsbedingung eine

Folge des Systems (2) ist.

Wir könnten bereits hier den allgemeinen (Rekursions)-Schluss durch-

führen, wollen aber des besseren Verständnis wegen vorerst noch den zweiten

Schritt in unserer Schlussfolge tun, d. h. die Integrabilitätsbedingung der

zweiten Gleichung des Frenet-Systems zur Berechnung des Masstensors

Eab\cd des Ii und der T Koeffizienten der dritten Gleichung des Frenet-

Systems heranziehen.

Wir haben also aus §3 (11)

(13) ±\±(^)]-±r±(^x\,0
dytLdyq\dyp/J     dyq |_ dy, \dyp/ J

zu berechnen. Wir erhalten für den ersten Term in (13)

6TPJ dx{     _r  /_, dXi       d2Xi \     _T dXiVi r   (  .   dXi d2Xi \
- + r,, rrJ — +-) + r,
yr \     dy, dyrdyt/dyt  dy,      " \ " dy, ' dyTdyt/      PQ' dyT

(14) -

rs    d2Xi d3x(
A~ Tpgi —-;-T"

äyrdy, dypdyqdyt
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Bilden wir (13), so zerfällt dieses System wegen (2) in

,    . /  d       r d       r sr sr r r\

(15) I Tpg Tpt + TpqT8t       TpfFsg + Tpqt — ̂ ptg ) - = 0,
\dyt dyq / dyr

.     . r    a t    8 rs r8 Ö2X{

(16) (TpgSt — TptSg + TpQt — TptQ)- = 0,
dyrdy8

und

(17) _= 0.
dypdyqdyt dypdytdyq

Die Relation (17) ist eine Folge von (2). Der Beweis ist analog dem für die

entsprechende Behauptung (9') betreffend.

Multipliziert man (15) mit dxi/dy8, so folgt wegen (5) für k = 1

(18) RrpiqEr\s — E8t\pq — Esq\pt,

wo die uns bereits bekannte linke Seite den ersten (Riemannschen) Krüm-

mungstensor der Fe darstellt.

Die Relation (18) und die §2 (12) für k = 2

^jq^ 3Bpqr8       Epq\ra "f* Epr\qs ~\~ EpS\Tq

3Epq\r8 -f" (Epr\qs       Epq\r8) ~\- (Ep8\rq Epq\r8)

gestatten die Berechnung von Ept\r, durch die Komponenten der zwei ersten

Grundformen Bpq, Bpqr3.

Haben wir aus (18) und (19) die Epq]r8 gewonnen, so liefert die Einsetzung

dieser Grössen in (18), (19) entweder Identitäten allein oder auch Bedin-

gungsgleichungen für die Grundformen. (Eine nähere Untersuchung dieser

Verhältnisse zeigt aber, dass diese Relationen identisch erfüllt sind, also keine

Bedingungsgleichungen liefern.) Da wir von den Relationen (15) durch Mul-

tiplikation mit dxi/dy8 zu (18) (bei Verwendung von (2)) gelangten, so ist

(15) eine Folge von (2), sobald (18) erfüllt ist*

Zur Berechnung der verwenden wir (16) und (7) für k = 2. Die letztere

Gleichung lautet

.     .                                         BEpq\r8 ab ab

(20) - = TpqtEab\rs t Tr8tEab\pq.
_ dyt

* Wir erinnern, dass

d'Xi d'Xi d'Xi
-0P.---p, = 0 und-0!V"p, = 0

dyP1 ■ • • dyPr dytl ■ ■ ■ dyqr dyP1 • • • dyPr

dieselben Lösungen ßwrr haben.
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Schreiben wir

(21) d-^={Parst),
dyt

so benutzen wir zur Berechnung das folgende Teil-System von (20):

(pqrst) — (stpqr) + (qrstp) — (tpqrs) + (rstpq)

.    . .   ab ab .ab ab. ab ab .

(22) =  {Tpqt + Ttpq)Eablrs + (r„i — T,tr)Eab\pq + (Tqrp ~ Tpqr)Eab\st

T (Tstp — I"'tps)Eab\qr + (Trsq — i qrs)Eab\tp-

Die Multiplikation von (16) mit

(23)

führt wegen (2) auf

d2Xi

dyadyb

(24) Eab\rs(Y pqbt — Tpt8q)  —  (Tptq — Tpq^)Er!s | ab.

Da uns aber die linken Seiten von (22) und (24) bereits bekannt sind, so

können wir unter Verwendung der Symmetrieverhältnisse der rpo( aus (22)

und (24)

(25) rpqtEab\n

als bekannte Grösse in den Bvq, Bpqrs berechnen.

Aus (25) gewinnen wir endlich (bis auf die notwendige Unbestimmtheit,

Nulltensor 9ai) die T^ durch die Bpq, Bpqra allein ausgedrückt.

77a (24) aus (16) durch Multiplikation mit (23) unter Verwendung von (2)

gewonnen wurde, so ist, wenn (24) gilt, (16) eine Folge von (2).

(Auch hier bleibt zu untersuchen, ob die zur Berechnung benutzten Rela-

tionen nach Einsetzung der gefundenen Werte identisch gelten, oder als Be-

dingungsgleichungen für die Grundformen anzusehen sind.)

Zur Berechnung der Trmt verwenden wir wieder das System (5) für k = 1:

(26) Epk\qt + TqtkEr\p = 0,

und erhalten daraus die      in den Grössen Bm, B„rs ausgedrückt.

Das Resultat unseres zweiten Schritts lautet also:
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Aus der Integrabilitätsbedingung der zweiten Gleichung des Systems der

Frenet-Gleichungen und den Relationen (7) (k = 2), (5) (& = 1) und §2 (12)

{für k = 2) konnten wir Eab\cd, die Massform des I2 und die in der dritten Glei-

chung des Frenet-System auftretenden T durch die Grössen Bm, BP1T, allein

berechnen.

Die bei der Rechnung benutzte Integrabilitätsbedingung ist dabei eine Folge

von (2).

Wir beweisen jetzt das Haupttheorem:

Haben wir aus den Komponenten der h ersten Grundformen

(27) BPq, Bpqrs, • • • , BPl...P2h

die Masstensoren der h ersten Ir Räume, r = l, • ■ ■ , h:

(28) Bp\qt   Rpq\T>,  • " "   , RpvPh\avQh

und die Koeffizienten der (h+l) ersten Gleichungen des Frenet-Systems

\") 1 P2>   1 Pit,   1 pqt,      ' "   ,   *■ Pl---PhPh + l>   1 Pl---PhPh + l

berechnet, so können wir aus der Integrabilitätsbedingung der (h-\-\)ten Glei-

chung dieses Systems, ferner aus Relation (7) für k = h+1, (5) für k = h und §2

(12) für&=A+1 sowohl den Masstensor des Ih+i'- EPl.. .Ph+l\ 9l... qh+1, als auch

die Koeffizienten
„n—r» rv-rh + l

1 Pl-■ -Ph + lPK + 2 ' 1 PvPh + lPh + l

der {h + 2)ten Gleichung des Frenet-System berechnen und zwar ausgedrückt

durch die Grössen (27) und BPl.. .P3lt+2 allein.

Der Beweis verläuft ziemlich analog dem des zweiten Schrittes. Wir bilden

zuerst

dhXi \ d r,...r,_, d^Xi

\ I p 1 ■ * * Ph 4- 1
Wm+i dyPl ■ ■ ■ dypJ dyPh+2dypH+i \dyPh+1 dyPl ■ • • dypJ     dyPh+2 dyri ■ ■ ■ dyn_.

dh-2Xi
,   _ri--r»_,  /   «! ••«4-2

'   1 Pl---Ph+l \ 1 ri- • -rh-iph + 1
\ dy,, ■ ■ dy>K-i

.    »i--«a-i dh lXi_ dhX{

(30)
dy„ • ■ ■ dy.hzl    dyri ■ ■ ■ dyrh^dyt

dhx<
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I    1 Pr • -phPh+1 \ •■'■APi + 2    . . '    1 rl" • -rhPh + 2
\ dys, ■ ■ ■ dySkdySl ■ ■ ■ dySh dySl • • • dy.h

\ tl-r,

, «       « ) ~  1 PVPh + lPh + 2

djri ■ ■ ■ dyndyPk+2 / dyri ■ ■ ■ dyn

ri' ■ - rh+i                     u      *>t v ax
-l. r 1      * 1_l

'    x PI-■ -Ph+lPh + 2 -

dyri ■ ■ ■ dyrh+l     dyPl ■ ■ ■ dyPk+1dyPh+.

und erhalten die Integrabilitätsbedingung als Folge von (2) gespalten in

(3D (rri'"ri_1 rs'"'n~2    - rrr"r*_1 rn""*~2    )_dh~*x<_= o-
\A Pl' - - PAPA +1   r 1 * * *rA — 1PA + 2 PI' ' ' PA PA+ 2   rl'*'rA—lPA + 1/    » ~ »

dy.i ■ ■ ■ dy.h_2

far*1"'**"1 ar*1""*"1ol 0l...«,B, . , OlP1---PAPA+1 P1' ' * PAPA + 2     ,    _Tf> „«l---»*-!

I I ~ I    I p i • • • PAPA+1   r 1' " "rA — 1P

v   ^yj-A+j 3ypA+i

A P l" ■ • PAPA + 2   r 1' ' *rA — lPA + 1 "T     P 1 ■ ■ ' PAPA+ 1   r 1' * *I*APA + 2

Ö*-1x<
1 PI- • -PAPA + 21 ri--TAPA + l J — u)

/ dy.i ■ ■ ■ öy.A-i

/ar*1""* ar*1""*
/ 01 P1---papa + 1 01 fr • 'papa+2     .   _»*r*T» 8l-'-«a
I I I I" t P1...pftp(l+1l ri---rAPA + 2

\ ^pa+i

CiX\      — vv"rh     r*1""*     _i- r*1""*"1   as*    _ r**-*'*»-«
\JJ) 1 PI-■ -PhPh + 21 'r • -'apa + l ~t" I pr • -papa + l°pa + 2 PI" 'papa + 2PI-• •PAPA + 2i rj-• TAPA + 1    I       P1 * * *PAPA+i  PA + 2        x P1 • • • PhPh + 2uPh + 1

-V H _     *1"»a \_

~ 1 P1---PAPA+1PA + 2 P 1' ' 'PAPA + 2PA +1 /    „ » V>
/ 3y»i " • • dy*h

(WS l r*1 '**     ä**+1 _ r81""* , r'i-■••*+■
V3*/    l -1 Pl'--PAPA + l°PA + 2        1 PI" • •PAPA + 2°PA + 1    '    1 Pl' • -PAPft+lPA+2

r«i---«*+i \ dh+1Xj
1 Pl-■ -PhPh + lPh + 1  l ~ U'

dy>.

dh+2Xi dh+2Xi

(35)-= 0.
dyP1 ■ ■ ■ dyPhdyPh+1dyPh+i     dyPl ■ ■ ■ dyPhdyPk+2dyPk+1

Die Relation (35) ist eine Folge von (-2) (vergl. (17) und (9'))- Schreiben wir

(31) bis (34) abkürzend
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ßh-lx. ••••«»

(32')-öBl...P4+2 = 0,
dy*i ■ ■ ■ dy.H-!

(33') —-0Pl...Ph+2 = 0,
dySl ■ ■ ■ dyn

(340 - dh+lx: &0,

py»i • • • gy.ui

so erhält man die Gleichungen, die wir zur weiteren Rechnung verwenden

durch entsprechende Multiplikation der obigen Relation mit

dyai ■ ■ ■ dya
k = h — 2, resp. h — 1, resp. h, resp. h + 1,

bei Verwendung von (2) in der Gestalt

(31   ) Eai-■ ■ah-2\sl-■ -3h-2^Pl-■ -Ph + t = 0,

(32 ) Eai...ah_1iai...ah_l8Pl...Ph+i = 0,

(33  ) Eai. ■ -ajjar • -siflpi-■ ■    + 2 = 0,

(34 ) £»l...o»+l|»f'«»+löj»t>"p»+j = 0.

S'zwd (31") iis (34") erfüllt, so sind die entsprechenden Integrabilitätsglei-

chungen (31) fo's (34) eine Folge von (2).

Die Relationen (31") und (32") enthalten nur die bereits berechneten

Grössen (28), (29) und stellen also Gleichungen für die Reihe (27) dar, die,

wie wir zeigen werden, bereits erledigt sind. Die Relation (33") wieder hat

die Form

(35 )   Eai...ahi,1...,h(rPl...phph+1ph+2 — rP1-"j>)iPJi+2Pi+i) = bekannt in den

Grössen der Reihe (27).

Nach Formel (5), für k = h können wir statt (35) schreiben

(35 )   Eai...akpn+1\pv..phph+i — Eai...ahph+2\Pl...phPh+1 = bekannt in den

Grössen der Reihe (27).

Gleichung (12) §2 für k = h+l lautet

(36) (2h + 2)\Bvl...P2h+„ = 2~li Ecv--ch+l\ck+%---c<!.h+2,

wo in der Summe rechts die ci, - • • , cin+2 alle (2Ä+2)! Permutationen von

pi • • • p2h+2 durchlaufen.
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Bei Benutzung der Symmetrie-Eigenschaften von ECl...Ck+i\dl...dh+i kann

man aus (35") und (36) den Masstensor ECl.. .Ch+l\dl.. .dk+l des 1*+% eindeutig,

und zwar durch die Grössen (27) und BPl...Plh+2 allein ausgedrückt, be-

rechnen.

Aus der eben verwendeten Formel (5) für k = h berechnet man weiter (und

zwar aus £„,...o,|0l...6» und E^...^»,...»»„, d. h. also) aus den BPl...P2k,

k = 1, • • • , h + \, die

r*i—•»1 PI" -PAPA+1PA+2

mit der ihnen zukommenden Unbestimmtheit. Um die

(37) tfv—M
W'/ 1 Pr"PA+lPA + 2

zu berechnen, benutzen wir neben der Relation (34") noch die Relation (7)

für k=h + \:

(38) —   EPl...ph+l\qi...tk+1 = r3,1...j,,+1(£ri...r,+I|ai...9,+,
dyt

Wir bezeichnen
'   1 9l-"9A + l'-c'rl-"rA + llPl-"PA + l-

ö . ,

(39) -—EPl...Ph+1\9l...n+1 = (pi ■ ■ • ph+i \ qi • • • qh+i \ t)
ayt

und bilden das aus (38) gebildete System mit bekannter linker Seite:

(pi ■ ■ ■ ph+i | qi • • • qh+i | t) — (q2 • • ■ qh+it \ pi ■ • • ph+i \ ?i)

+ (p2 ■ ■ • ph+iqi | ?2 • • ■ qh+it | pi) — («jf»-qh+itpi \ p2 ■ ■ 1 ph+iqi | q2)

+ (ps ■ ■ ■ pk+\qiq2 \qs • • ■ qh+itpi | p2)

— (q* ■ ■ ■ qh+itpip21 P3 ■ ■ ■ />a+i?i?2 | qa)

+ (ph+iqi ■ ■ ■ qh \ qh+itpi ■ ■ • ph-i\ ph) — (tpi ■ • • ph \ ph+iqi ■ • • ?a | ?a+i)

+ (q^qz " " "       \ tpi • • • ph \ ph+i)

— I pi---Ph + ltJ-'Ti---T„ + i\qi---gi, + i T j- 9l---9A + li-c,rl"-rA + llPl"-PA + l

_ p'fH+1       „ _     r1..T, + 1

1 92-"9A+l<91-c,''l-"rA + llPl-"PA+l       1 Pi---PA + i9i-t^rI..T, + 1|«2...5, + i(

fAC\\    -L rri'"r*+I      p i rr»,"r*+> p
(*OJ       "T 1 P2---PA+l9lPl-C,r1.-.r, + 1|92---9A + l' ~f" 1 92"**9A + l'P 1    r l''"rA + llP2'*' PA + 191

_ r'l—'»+1       „ _ r'l'"»»+J „
1 <P1---PA9A + 1-C,''l- • •'■A + llPA + 191-- -9A        1 PA + 191* ' '9A9A + 1    rl* ' *rA + 11 'P1" ' ' PA

,   _<••—»*+.        „ , p
I    1 9l'--9A + lPA+l'C','l,--rA + ll'Pl-"PA "T" 1 'Pl-• •PAPA + l-tj''r-•>•*+1 I 91---«A + l-
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Aus (40) und (34"), welche Gleichung geschrieben werden kann

(rPl...J,,pA+lPÄ+2    F Pl.. .phPh+2Pk+1)E,1. ..Sh+1\ai- .-aH+1 = bekannt,

berechnen wir unter Verwendung der Symmetrie Eigenschaften der T

(41) ^pi---PhPh+iPh+2^i---'h+i\ai---ah+i = bekannt.

Daraus wieder erhält man (bis auf die ihnen zukommende Unbestimmtheit)

die Grössen (37) ausgedrückt durch die Komponenten der Reihe (27) und

jBri...mtr Um schliesslich zu zeigen, dass die Integrabilitätsbedingungen

(31") und (32") zu keinen neuen Bedingungsgleichungen zwischen den For-

menkomponenten führen, bilden wir

d r d / dhXi V] dkXi

dy, Ldyt\dyP1 ■ ■ ■ dypJ\ dyqi ■ ■ ■dyq

(42)        -—F— (        ) 1
dy, ldyt \dyPl ■ • ■ dypJ dyqi ■ ■ ■ dyqJ

d   /       dhXi       \   d   /       dkXi \

dy, \dyP1 ■ ■ ■ dypJ dy,\dyQl ■ ■ ■ dyqJ'

Der zweite Term rechts ist aber

d T      dhXi d /      dkXi \n

dy, LdyPl ■ ■ ■ dyPk dy, \ dyqi ■ ■ ■ dyqJ\

dhXi d r d
+

dyPl ■ ■ ■ dyPl dy

f d / dkXj \-|

,Ldy. \dyqi ■ ■ ■ dyqJ]'

Also gilt

(43)

( d f d / dkXj \-|

l dy, Ldy, \dyPl • • ■ dypJ\

d  T d   /       dhxt      \~|) dkXj

dy,Vdy, \dyPl ■ ■ ■ dypJ\) dyqi • • •

( d r a / dkXj \-|

\dy,\_dy, \dyqi ■ ■ ■ dyqJ\

d f d / äkx{ \1\ dh

dy, L dy,\ dyqi ■ ■ ■ dyqJ\) dyPl ■ ■

dhXi

dJpH
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(Denn die Differenz der beiden Seiten von (43) ist nach (42)

d  r d  /      dhXi dkXi

dys L dyt \dyP1 ■ ■ ■ dyPh  dyqi ■ ■ ■ dyqt

d  r d  /       dhXi dkXi

dyt L dy, \dyPl ■ ■ ■ dyPh  dyq • • • dyqk

welcher Ausdruck für h^k verschwindet, aber auch für h = k, die zweimalige

stetige Differenzierbarkeit der Masstensoren vorausgesetzt.) Die linke Seite

der Gleichung (43) stimmt mit der linken Seite (31") für k = h — 2 und mit der

linken Seite (32") für k = h — 1 überein. Wir haben somit das Resultat:

Die Gleichung (31"), die erste aus der Integrabilitätsbedingung der (h+\)ten

Gleichung des Frenet-Systems hergeleitete, ist identisch mit der letzten Gleichung,

die aus der Integrabilitätsbedingung der (h — \)ten Gleichung des Frenet-Systems

entspringt. Und ebenso ist (32"), die zweite aus der Integrabilitätsbedingung der

(h+l)ten Gleichung des Frenet-Systems hergeleitete, mit der vorletzten Gleichung

identisch, die aus der Integrabilitätsbedingung der hten Gleichung des Frenet-

Systems folgt. Als (mögliche) Bedingungsgleichungen für die Formen verbleiben

somit die Relationen (5) und (7), weiter (33") und (34") und die Relationen

(36).

Da die integrierte Fe aber reell sein soll, eine stillschweigende Annahme,

die in unseren Überlegungen wesentlich verwendet wurde, so müssen die E-

Tensoren positiv halbdefinit sein, damit die Nebenbedingungen (2) durch ein

reelles Basis-Bein erfüllbar sind.

Das gibt für die Grund-Tensoren aber Bedingungen, die anscheinend in

eine einfache Gestalt nicht gebracht werden können.

Dagegen ist es nicht schwer, für die Masstensoren EPl.. .Ph\ qi-.-n als voll-

ständiges "Invarianten"-System die notwendigen und hinreichenden Beding-

ungsrelationen anzugeben:

Ausser der oben erwähnten Eigenschaft positiv halbdefinit zu sein, müs-

sen sie die Relationen (5), (7), (33"), (34") erfüllen.

Im folgenden Paragraphen leiten wir einige geometrische Tatsachen ab,

die aus dem Haupttheorem sofort folgen.

5. Einige geometrische Folgerungen

L Die Einbettungszahl der Fe

Wir definieren: Lässt sich eine Fe in eine e-dimensionale Hyperebene Et,

aber nicht in eine (e —l)-dimensionale 7£e_i einbetten, so nennen wir e die

Einbettungszahl der Fe.

)
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Es gilt dann der Satz:

Bezeichnet l„ die Dimension des /„, und ist Im der letzte Normahektorraum

der Fe, so ist
m

CD •
(T=l

D. h. die Einbettungszahl der Fa ist gleich der Dimension des grössten Schmieg-

Vektorraums.

Wir gehen, um den Satz zu beweisen, auf das Frenet-System (§3 (11))

und die Nebenbedingungen (§4 (2)) für dasselbe zurück.

Für die gegebene Fe sind die dort auftretenden E und T-Grössen so gege-

ben, dass sowohl die Integrabilitätsbedingungen des Frenet-Systems als auch

das aus den Nebenbedingungen abgeleitete System eine Folge dieser Neben-

bedingungen sind. (Die Relationen (5), (7), (33"), (34") und (36) des §4 sind

erfüllt.)

Wenn wir daher die Anfangswerte für die Reihe

dxi dmXi

(2) Xi, -
dyPl dyPl ■ ■ ■ dyp

so wählen können, dass die Nebenbedingungen (2) erfüllt sind, erhalten wir

eine Fe mit demselben Formensystem wie die Fe.

Das können wir aber in einem 7?« (d. h. einem Raum der Dimension des

letzten Schmieg-Vektorraums der Fe) und in keinem 7?„, v <e. Wählen wir als

den Rf jene durch

(3) Xc+i = 0,   xt+2 = 0, • • ■ , xn = 0

gegebene €-dimensionale Hyperebene des 7?„, so liegt die integrierte Fe ganz

in diesem R., und da sie der gegebene Fe kongruent ist, liegt auch diese ganz

in einer e-dimensionalen Hyperebene des Rn. Wie die Fe selbst kann sie (schon

vermöge der Nebenbedingungen (2) §4) in keiner Hyperebene niedrigerer

Dimension liegen.

II. Über die Krümmtjngstensoren der Fe

Der Tensor

(4) Epi...phPh + l\qi...qhqh + l       EPl...phqh + llQl...qhPh + l

ist (§4 (35')) ausdrückbar durch die Komponenten der ersten h Grundformen

der Fe

(5) BP1...Ptt (k = 1, • • • , h)

resp. deren Ableitungen. Wir nennen ihn den hten Krümmungstensor der Fe.
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(Der erste Krümmungstensor ist der Riemannsche Krümmungstensor der

Es gilt der Satz:

Verschwindet für eine Fe der hte Krümmungstensor, so gibt es immer eine

Fe, deren vollständiges Formensystem aus den h ersten Grundformen der F,

besteht.

Wenn wir im Frenet-System (§3 (11)) und im System der Nebenbeding-

ungen (§4 (2)) alle

9*xt
(6)-> Eri...r\av..<H

dyri • • • djn

für t>h und ausserdem ^X'.'!ph+iPh+2 Null setzen, so erhalten wir ein analog

gebautes System totaler Differentialgleichungen mit Nebenbedingungen.

Können wir zeigen, dass auch für dieses die Integrabilitätsbedingungen,

sowie das abgeleitete System der Nebenbedingungen eine Folge der Neben-

bedingungen sind, so ist der Satz offenbar bewiesen.

Für das abgeleitete System der Nebenbedingungen gilt das, da die Rela-

tionen ((5) und (7), §4) wegen r^'.V.^+1 = 0 erfüllt sind.

Was die Integrabilitätsbedingungen betrifft, so könnte sie nur die für die

(A+l)te Gleichung des neuen Frenet-Systems nicht erfüllt sein, da nur diese

Gleichung von der entsprechenden des ursprünglichen Systems abweicht.

Die fragliche Integrabilitätsbedingung aber ist aus der der ursprünglichen

(A+l)ten Gleichung, wie wir sie §4 (31), (32), (33) und (34) anschrieben,

sofort ableitbar.

Die Gleichungen (31) und (32) bleiben unverändert, (34) fällt weg, und

nur die (33) entsprechenden Relationen unterscheiden sich um die Differenz

V'/ V1 Pl---PhPh + lVh + l        1 Pl-'-PhPh + 2Ph + l'   - „
öy,, • • • dy,h

(wo die T natürlich die der gegebenen Fe sind). Aber (7) verschwindet, wenn

(8) O^Pl---PhPh-rlPk + 2       Fpi-"PhPh + 2Ph-rl)Fal---enlal---ak = 0

ist. Das aber trifft gerade zu wegen §4 (5) und der Voraussetzung unseres

Satzes.

Damit ist der Beweis geliefert.

Bemerkung. Für h = 1 hat die Fe nur die erste Grundform. Sie hat also nur

einen invarianten Vektorraum, den Ii. Ihre Einbettungszahl ist also gleich

der Dimensionszahl des Ii, d. h. gleich e.
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Die Fe, die ganz in einer Ee liegt, ist somit diese Ee selbst. Damit ist die

Abwickelbarkeit der Fe in eine Ee nachgewiesen, sobald der erste Krümmungs-

tensor verschwindet.

III. Untermannigfaltigkeiten Fr der Fe

Ein Hauptergebnis des vorhergehenden Paragraphen bringen wir in Erin-

nerung:

Die Masstensoren EPl..-Vk\qi.. -qk wie die

1 PvPkPk + li       PI'" PkPk+1 JUr   * " l» " ' I »

sind durch die h ersten Grundformen BVi.. .Pn, k = 1, • • • , h, bestimmt.

Wir betrachten eine in der Fe eingebettete Fr

(9) yP = yP(zi, ■ ■ ■ ,zr) (p = 1, • • • , /)

die wir als im euklidischen Rn liegend in der selben Art wie die Fe behandeln.

Der Tangential-Vektorraum der Fr wird durch die r Vektoren

dxi     dxi dy„
(10) — = — -f (« - i, • • • , r)

dza     oyp dza

aufgespannt und liegt ganz im h der Fe.

Jeder Schmieg-Vektorraum der Fr liegt ebenso im entsprechenden

Schmieg-Vektorraum der Fe.

Um die Projektionen der die Schmieg-Vektorräume aufspannenden

Raumvektoren der FT von den entsprechenden der F, zu unterscheiden

bezeichne

dhx{

ÖZa, ■ ■ ■ dZah

die Projektion von dhXi/dza, ■ ■ ■ dz„h in den In der Fr. Die Massvektoren der

Ih der Fr bezeichnen wir Fa,.. .ah]    . .hk und die Grundtensoren Ca,.. -a&.

Für den Masstensor Fa\b des Ii der Fr erhalten wir aus (10)

dyp dyq
(11) Fali = Ep\t— -f- (a,b = 1, ■ • ■ ,r).

OZa OZb

Wir gehen nun über zum zweiten Schmieg-Vektorraum. Durch Differentia-

tion von (10) nach zb erhalten wir aus (10):
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Bezeichnen wir die den T der Fe entsprechenden Grössen der Fr mit P, so

geben die zweiten Relationen im System der Frenet-Gleichungen aus (12)

c  dXi       d2Xi       / T    dxi       d2X{ \ dyp dy„     dXi d2ypc  ÖX{       d2x{       / ,    dXi       d2Xt \ dyp dy„
(13)     Pab-+-= [Tpq-+-\^jl^1 +

dzc      dzadzb      \       dyr     oypdyt/ dza  dzb     dyp dzadzb

Daraus folgt

d2Xi        d2Xi   dyp dy„     ÖXif d2yr        , dyp dyq       . dyr~\
(14)- =-•-1-f- Tpq-Pab — ,

dzadzb     dypdyq dza dzb      dyr L dzadzb dza dzb dzcJ

wo der Faktor von dxi/dyr die "verallgemeinerte" invariante Ableitung

D2yr        d2yr        r   dyp dyq       „ dyr
(15) -— =-— + Tpq — — - Pab —

DziJDZa     dzadzb dza dzb dzc

von dyr/dza nach zb ist. (Ist r=l, so verschwindet die invariante Ableitung

und (15) stellt das Transformationsgesetz der Christoffelklammer dar.)

Wir haben in (14) die Projektions-Vektoren (in den 72 der Fr):

d2Xi

(16)
dzadzb

linear dargestellt durch die Basis des 7i2 der Fe mit Koeffizienten, die von

(17) Bpq und Ableitungen der y nach den z

allein abhängen.

In der Tat ist Pcttb ebenfalls durch diese Grössen ausdrückbar, da Peab

durch Fa\b bestimmt ist und (11) gilt. Es besteht allgemein die Darstellung

dkXi dkXi dyP1 dyPk

dzai ■ ■ • dzak     dyPl ■ • • dyPk dzai dzak

(18) -
dmXi

+ z ——— tvz ::p-°
m-i dyP1 ■ ■ ■ dy

ah >

wo die Tensoren T^"*™, m = l,2, ■ ■ • , k — 1, durch die Reihe

(18  ) Bpq,   '   '   ' t Bp,---pih-i7

und Ableitungen der y nach den z allein bestimmt sind.
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Die Behauptung ist richtig für k=l und 2. Wenn wir zeigen, dass sie für

k-\-l gilt, wenn sie für 1, 2, • • • , k besteht, ist sie allgemein bewiesen.

Aus (18) erhalten wir für die Masstensoren die Beziehung

„ . p dy*i        dJPk dyQ1 dyQk

^ 9X», dzat   3Zt, dzbk

T 2—1 ^JP\---Pm\o\---1m'- aVak *■ bi---bf

m— 1

Also ist auch Fai..     bl.. .lk durch die Grössen (18') und BPl.. .Pit ausgedrückt.

Durch Differentiation von (18) nach za+i erhalten wir unter Verwendung

der Frenet-Formeln §3 (11):

Ak-lr. Akv. a*+l-r.
ci---ck-! ° .    pcv--ek O X, O Xi

■^a1-.-akak + 1 +   "a j ■ • • akat + ! ~ r '

dzci ■ ■ • dzCk_l dzci • ■ • dzCk     dzai • • ■ dzakdzakwa<>k+1

(20)    =       dh+l*i       dypi     dypk dy*

dyPl ■ ■ ■ dyPtdyPk+1 dzai dzak dzak+1

k r)mr •

I    2—1   - - U <*l---ak+l>
m-i oyPl ■ ■ ■ oyPm

wo die £/-Tensoren jetzt neben den Grössen (18') noch 5Pl...Mi enthalten.

Aber die P-Grössen der linken Seite von (20) sind durch C0l.. .02„ t = 1, • • • ,k,

ausdrückbar, also (19) durch die Grössen (18') und BPl.. .P2k. Da für 1, 2, • • ■,

k die Behauptung voraussetzungsgemäss gilt, so folgt damit aus (20) ihre

Richtigkeit für k + 1.

Eine Folge des Tatbestandes (18) ist der Satz:

Haben zwei Ft die Grundformen bis zur (2k)ten Stufe gleich:

BpiPii       > 75Pl...Plt,

50 haben entsprechend zugeordnete Untermannigfaltigkeiten (d. h. durch gleiche

Parameter dar Stellung (9) zugeordnete) ebenfalls die ersten k Grundformen

gleich.

Aber auch die Umkehrung gilt:

Wenn zwei Fe so zugeordnet werden können, dass entsprechende Fr (r

fixiert) gleiche Grundformen bis zur (2k)ten Stufe besitzen, so haben die beiden

F, ebenfalls identische Grundformen bis zur (2k)len Stufe.

Beweis der Umkehrung. Multipliziert man (11) mit dzadzb, so folgt, dass

Ep[adypdyQ für beide Fe gleich ist.
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Aber mit der Willkür der Fr ist auch

dyp
dyp =-dza

dza

willkürlich. Also ist

EpWdypdyq

für beliebige dyp für beide F, gleich, woraus aber die Gleichheit der ersten

Grundformen folgt.

Wir denken uns nun die Gleichheit der (h — 1) ersten Grundformen be-

wiesen, dann folgt aus (19) für k = h und der Voraussetzung des Satzes, dass

EPl...Ph\qi...qhdyPl • • ■ dyPhdyqi • ■ ■ dyqh

für beliebige dyp für beide F, gleich ist. Also gilt die Behauptung auch für

die hte Grundform, und da sie für h = 1 gilt, ist die Umkehrung bewiesen.

Besonders interessant wird der Satz für die 771(r = l), d. h. für Kurven

der Fe. Der Zusammenhang der Formen der Kurve mit ihren Krümmungen

wird durch

dkXi dk%i 1

(21) -=-,      ds2 = Budy2,
dsk   dsk      (pip2 ■ • • pk-i)2

gegeben. Also sind durch die ersten k "Grundformen" die Bogenlänge und die

(p —1) ersten Krümmungen gegeben und umgekehrt.

Wir verweisen für den Satz, der den Spezialfall des soeben bewiesenen

für r = l darstellt, auf das Lehrbuch (XI §9, p. 226).

Bemerkungen zu III

(A) Wir können von den in die Relation (18) eintretenden Tensoren T*^"*™

nachweisen, dass sie nur A bleitungen der y nach z bis zur kten Ordnung inklu-

sive enthalten.

Verfolgt man nämlich die Bildung der T-Grössen, so sieht man, dass

(22) jfv—M

allein aus EPl—pj+ii«! - •-«A+i, deren ersten Ableitungen und aus I1«.'.!«^ j

(unabgeleitet) gebildet ist. Daraus folgt, dass (22) nur aus den EPl\qi, • • • ,

Epf-n+iln•••«+! und deren ersten Ableitungen aufgebaut ist.

Der Tensor

«.•■•»*
1 Pl'''Ph+ lPh + 2
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wieder hängt nur ab von den nichtdifferenzierten EPl.. .Pk\Ql.. .Vk und

Epi . . • PA + jIsi • • -9J + r

Diese Tatsachen aber reichen hin, um die angegebene Eigenschaft der

Tensoren T in (18) nachzuweisen.

(B) Aus der Formel (19) gewinnt man sofort Relationen zwischen den

Krümmungen der Fr und der Fe und den "Relativkrümmungen" der Fr in

bezug auf die Fe.

(Manhat dazu nur die Differenz Fai.. -a^a^-.        -ft,.. a»_^h.

aus (19) zu bilden.)

6. Der In... ^-Schmieg-Vektorraum, seine Metrik

und Parallelverschiebung*

Ist

* dkXi

(1) Xf = £ -
M dyPl ■ • • dyPk

ein Vektor des In-.-h, so nennen wir die in (1) auftretenden symmetrischen

Flächentensoren

(2) /">•••** (ft = 1, • • • , h)

die kontravariante Darstellung des Vektors X,-.

Die kontravariante Darstellung ist bis auf die Nulltensoren 0Bi--p*

gegeben, d. h. bis auf die Lösungen von

(3)-8 X\     gp.->* = 0 (ft = 2, ••■,*),
dyP1 • ■ ■ dyPh

resp.

(3') ESv..qk]Pl...Pk6^-^ = 0 (ft = 2, •••,*).

Als kovariante Darstellung des Raumvektors X< bezeichnen wir die Gesamt-

heit der symmetrischen Flächentensoren

ßhx.

(4) ki-**-*.--—-
dypi • ■ • dyPk

Während die kontravarianten Darstellungstensoren (2) keiner Einschrän-

kung unterliegen, gilt für die kovarianten (notwendig und hinreichend):

* Dazu siehe: Beitrag zur Differentialgeometrie u. s. w., Sitzungsberichte der Preussischen Akad-

emie, 1931. Zum Tensorkalkül in Vektorräumen Riemannscher Mannigfaltigkeilen, Monatshefte

für Mathematik und Physik, 1933.
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(5) = 0,

für jeden Nulltensor t>i-,p*.

Das innere Produkt eines kovarianten Darstellungstensors kter Stufe mit

einem Nulltensor kter Stufe verschwindet.

Zwischen der kontra- und kovarianten Darstellung (2) und (4) besteht

die Beziehung

(6) lpi---Vk ~ Fpl...pk]ql...qklql **,

die man erhält, wenn man in (4) für X,- den Ausdruck (1) substituiert. Ferner

folgt aus (1)

h

(7) XiXi = £ £„...Mt,....«i"-»*/fl"".

Führt man den Tensor

akXj drXi

(8) EPr-'PklvVtr'
dyPl ■ ■ ■ dyPi   dyqi ■ ■ ■ dyQr

ein, so können wir (6) und (7) auch schreiben

h

(6') lPl...pk =  £ Epr..pklqr..qrl<»---q'

resp.
h

(7') X,X, = £ Epv..pAqi...q>lpi-Prlqi-q..
r,«-l

Den Tensor (8) (für r, k = l, • • • , h) nennen wir den metrischen Tensor des

In- • -h-

Wir nennen nun den Raumvektor X< (1) des In.. -k, der längs eines Kurven-

stückes C der Fe definiert ist, In...h-parallel, wenn sein Raumdijferential d\t

stets normal ist zum In - ■ -h.

Aus der Definition folgt ohne weiteres, dass die In ■ ■ • *-Parallelverschie-

bung (von Vektoren des In---h) die Längen und Winkel unverändert lässt.

Sind nämlich X, und ju,- jetzt In- ■ .i-parallelverschobene Vektoren des

In - ■ .k, so ist

d(\ißi) — d\ißi + Xidßi = 0,

daXi, ßt im In- •   und tTX,-, dßi normal zum In-- -h liegen.

Ist X< längs C ein 712...^-parallelverschobener Vektor, so folgt aus (4)

und der Definition der In---A-Parallelverschiebung
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d   t       dkx- \
(9) dlPl...Pk — X,- —   I —-'—-)dyt.

Unter Verwendung der Frenet-Gleichungen §3 (11) schreiben wir (9)

dl''PvPk       A» \ 1 Pl---Pkt     „ T lPi---Pk'
^ \ dyri ■ ■ ■ dyrk-t dyri ■ ■ ■ dyrk

dk+1X{ \

+-)dyt,
dyP1 ■ ■ ■ dyPkdyt/

also wegen (4)

(10) dlP1...Pk = (Tpi...Pkt lri---rk-\ ~T" rff-filtri—l) "f" lp\- ■ -Vkt)dyt

0 = 1, • • ■ , h)
wo

(10') lPl...Pkt = 0

ist (4).

Das System (10), (10') beschreibt die In-. .h-Parallelver'Schiebung durch die

kovarianten (Flächen)-Darstellungstensoren des Raumvektors \1 des In-.-h*

Bezeichnet D (besser Dn---h) das absolute In.. .^-Differential

(11) DlP1...Ph = dlP1...Pk    (r»i---pjti lr1---rk-i ~\~ ̂ pi-"Pt*^rv*t + Ipi-■ ■ pkt)dyt,

so folgt durch einfache Rechnung für den metrischen Tensor (§4, (5) und

(7)) '

(12) DEPl...PrUr..q, = 0 (r, 5 = 1, • • • , h).

Wir hätten (12) auch aus der Tatsache ableiten können, dass die Z».

Parallelverschiebung Längen und Winkel von Raumvektoren invariant lässt.

Das System Differentialgleichungen für die kovariante In- ■ .*-Parallelver-

schiebung (10) ist völlig gleichgebaut jenem Teilsystem der Frenet-Gleichun-

gen §3 (11), das man durch Streichung der ersten sowie der (A+2)ten,

(A+3)ten, • • ■ bis letzten Gleichungen erhält, wenn man ausserdem in der

(A + l)ten Gleichung noch (10') entsprechend

* Ist (10) erfüllt, so folgt

<&..    9 -0 (k = 1, 2, • • • , h)
öyvi ■ • ■ dypk

also d\i normal zum Tn...k-
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dh+XXi

(13)
dypi ■ ■ ■ dyPhdyPh+1

weglässt.

Die Nebenbedingungen für die Lösungen von (10) sind aber die Rela-

tionen (5).

Wir stellen nun die Frage nach der vollständigen Integrabilität der Iu...h-

ParallelverSchiebung, also nach der des Systems (10) mit den Nebenbedingungen

(5).
Was die Integrabilitätsbedingung der kten Gleichung (10) betrifft, wenn

k = l,2, ■ • ■ , h — 1, so ist ihre Form

(14) \Lhv-p4pl'^ = 0,

wenn die entsprechende der (ft + l)ten Gleichung des Frenet-Systems

(15) £ -—-^«"'fr m. 0
dyPl ■ ■ ■ dyPr

lautet. Da (15) für die gegebene Fe natürlich erfüllt ist und mit dem System

drx-
(16)-■-A*i—*'mQ

dyPi ■ ■ ■ dyPr

äquivalent ist, so bedeutet das, dass die Koeffizienten Avi--V' Nulltensoren

sind. Damit ist (14) als Folge der Nebenbedingungen (5) erfüllt.

Die Integrabilitätsbedingung der Aten Gleichung des Systems (10) dage-

gen ist nur dann eine Folge der Nebenbedingungen (5), wenn (§4 (33")):

(17) (Xpi---PhPh + lPh + 2 1"PI-■ ■ PhPh + 2Ph + l)ESl- ■ -SJ, | r! ■ • T4  = 0

ist, d. h. wenn (§4 (5), §5) der hte Krümmungstensor verschwindet. Denn

auch die Integrabilitätsbedingungen der Men Gleichung (10) resp. der

(A+l)ten Gleichung des Frenet-Systems, die wir ebenfalls in der Form (14)

resp. (15) schreiben können, haben dieselben Koeffizienten A mit Ausnahme

des A'l'"*h (soweit die lPl.. .Pr auftreten).

Diese beiden A aber unterscheiden sich §4 (33) gerade um die Differenz

(18) ^Pl---Ph + lPh + 2 ^ PI' ■ -Ph + 2Ph + l-

Da aber der entsprechende Koeffizient A in der aus dem Frenet-System

abgeleiteten Integrabilitätsbedingung offenbar ein Nulltensor ist, so kann

der aus (10) hergeleitete nur dann einer sein, wenn (18) einer ist.

Wir haben somit:
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Die Integrabilitätsbedingungen des Systems (10) sind dann und nur dann

eine Folge der Nebenbedingungen (5), wenn der hte Krümmungstensor der F.

verschwindet.

Sei jetzt

(19) M = lPr..Pke>t''* = 0,

0P1-P* Nulltensor, eine Nebenbedingung des Systems (10). Wir bilden die

"abgeleitete" Gleichung

ÜM.  — (l pv-.pkt lrv.-rk-l T l Pl---pkt trv--rk T tpl...pkt)tf Üyt

(20) + ip1...PkddP1'"Pk

— 1 PVPK'" *ri.-.rt_i«y«

+ (dd        +TPl...pkte        dyt)lri...Tk+ lPl...pite        dyt = 0,

die aber (§3 (19), (20) und (21))

(21) dM = r»"'*-»**,,...,^, + fl*»-r»t+ ^i"»*1!,,...«!

geschrieben werden kann. D. h.: das abgeleitete System der Nebenbedingun-

gen (5) selbst ist eine Folge von (5). Somit gilt der Satz (nur für den eukli-

dischen Rn):

Notwendig und hinreichend für die vollständige Integrabilität der In...n-

ParallelverSchiebung ist das Verschwinden des hten Krümmungstensors der Fe.

Erste Bemerkung. Ist der In-. -*■ der grösste Schmieg-Vektorraum, so ist

die Zw... m-Parallelverschiebung total integrabel.

Dieser Satz ist eine triviale Folge des vorhergehenden. Wir können ihn

aber ohne Mühe direkt ableiten. Die Einbettungszahl e der Fe fällt ja mit

der Dimensionszahl des In...m zusammen, d. h. die Fe liegt ganz in einem

Ef so, d&ss jeder Raumvektor X; des Et, der in einem Punkt der Fe definiert

ist, durch (seine) Flächenkomponenten (4) beschreibbar ist.

Weiter ist die In.. .„-Parallelverschiebung hier identisch mit der Parallel-

verschiebung der Et, also vollständig integrabel. (Da es keinen Normalvek-

torraum zum In...m in der Et gibt, ist d\i = 0 die Gleichung der

Parallelverschiebung.)

Zweite Bemerkung. Die In- ■ -Ä-Parallelverschiebung gibt Anlass zur Defi-

nition der "In.. .h-Geodätischen" als jenen Kurven, die enstehen, wenn ein

Vektor X, des stets in der Richtung In- ■ .A-parallel verschoben wird,

die durch seine Projektion in den Tangentialraum Ii gegeben ist.
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7. Die Fe im Rn konstanter Krümmung

Da wir jetzt nicht mehr den Vorteil haben, kartesische Koordinaten ver-

wenden zu können, müssen wir für die folgende Betrachtung das absolute

Raumdifferential von Vektoren resp. Tensoren des 7?„ verwenden statt des

gewöhnlichen Differential wie bisher.

Ist also X* ein (kontravarianter) Raumvektor, so bezeichne «7X*

(1) tfX' = d\< + r\'dxk ff,j,k = 1,- ■ ■ ,n)

das absolute Differential dieses Vektors.

Für den Masstensor gik des 7?„ gilt &gik = 0.

Bezeichnung. Für Raum-Indizes seien die Buchstaben a, b, ■ ■ ■ , k ver-

wendet, für Flächen-Indizes die übrigen: l,m,n, ■ ■ ■ . (Also laufen a, b bis

k von 1 bis n, und l, m bis z von 1 bis /.) Wenn wir von absoluter Ableitung

sprechen, so denken wir vorerst nur an die Transformationen der Raumko-

ordinaten. Wir denken uns also in der in Parameterform gegebenen Fe

(2) Xi = Xi{yu ■ ■ • , y.) (i = 1, ■ • ■ , n)

die y fest. (Wie sich dann die definierten Grössen gegen Parametertrans-

formation verhalten, werden wir genau wie im euklidischen Fall ohne

Mühe konstatieren.)

Was die Schmieg-Vektorräume In...h betrifft, so müssen wir für ihre

Definition die absoluten Ableitungen verwenden. Die Vektoren

dxi
(3) — (p - 1, . . . , J)

dyp

spannen den Ii auf. Durch absolute Differentiation der Vektoren (3) gewin-

nen wir die Raum-Vektoren

d2x{        d   / dxA       d2Xi dxj dxk

dygdyv    dyq\dyp)    dypdyq     \jk) dyp dyq

die mit den Vektoren (3) zusammen den 7i2 aufspannen. Eine Parameter-

transformation (§ (1), (4)) führt zu

dxi     dxi dyr
(5) — = — —•

dyp     dyr dyp

Da für die absolute Ableitung die Rechenregeln wie für die gewöhnliche gel-

ten, folgt aus (5)

&2Xi &2Xi    dyT dy3     dxi d2yr

&yqdyp     dyr&y, dyp dyq     dyr dypdy
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wo d2yr/dypdyq die gewöhnliche zweite Ableitung von yr nach yp, yq ist. (Die

absolute Ableitung betrifft ja nur Raum-Indizes.)

Aus (5) und (6) folgt die Invarianz der Ii, In gegen Parameter-Änderung.

Wir definieren nun genau wie zuvor den I2 als grössten Untervektorraum des

In normal zum Ii. Wenn dann wieder

(7)

die Projektion der zweiten absoluten Ableitung {p-Xil&yflyq in den I2 be-

zeichnet, so folgt wie früher aus (6) der Flächentensorcharakter der Grössen

(7), die den I2 aufspannen.

Die Definition der In...k- resp. /^-Räume und der Nachweis der In-

varianz gegen Parametertransformationen, sowie des Flächen-Tensor-

charakters der Grössen

(8)
dyPl • • • tfyt

geschieht wie im §1 und bietet keine Schwierigkeiten.

Wir haben noch nicht benutzt, dass der 7?„ von konstanter Krümmung

ist. Diese Voraussetzung wollen wir nun zur Herleitung einer wichtigen Rela-

tion verwenden:

Wir gehen dabei von der Relation aus

(9)

& r # / &lXi yi ö r # / »'x* yi

<?yr Uy8 \dyPl ■ ■ ■ #yPl )\    &yg L#yr \&yPl • • ■ dyv, /J

i &'x}-        dxa dXb
=  — R.jab-I

dyP1 • •-&yH dyq dyT

die man aus (1) sofort ableitet, und in der

(10) Rijab = Hgiagjb — gibgja)

der Krümmungstensor des Rn der konstanten Krümmung k ist. Setzt man

(10) in (9) ein, so wird die rechte Seite gleich

dxi ( dxb\        dxi / ö'Xj dxa\
—  k - I gib-) +  k - 1 gja-) ,

dyq \     &yPl ■ ■ ■ &yPl by,l        dyr \    dyPl ■ ■ ■ tfy0( dyj

also Null f ür / ̂  1. Für / = 1 wird sie gleich
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d%i / dxj dxA ^ dXi / dXj dxa\

dyq\'bdyPl dyj dy\     dyPl dyj

dy,
wo

dXi dXk
(11) Bpa = gik— —

dyp dyq

der Masstensor der Fe (des Ii) ist. Wir erhalten somit

# r & /      Vxi      Y~l     ö V & / yi

L#y» VflyPl • • ■ #yv,)\    Qyq Lyr \&yPl ■ ■ ■ dyvJ\

/    0, für/5*1,

= \ dxi   , ,
| — k-(SqBPir — STBPiq),   für t = 1.
v dy.

Wir sind jetzt in der Lage die Symmetrie der Grössen (8) in bezug auf die

Indizes pi, ■ ■ ■ , pk nachzuweisen. Aus der Definition dieser Grössen als

Projektion von
&kXi

*y». • ■ ■ $jvk

in den Ik folgt

(13)-=-■-(-Vektor des 7i2...(_i.
&yPl ■ ■ ■ &yVt     &yPl ■ ■ ■ &yPt

Durch absolute Differentiation nach yq erhalten wir daraus

#    / &<Xi \ _ d>+1Xi &    / d'Xi \

(14) t?y9 WyPl ■ ■ ■ dyP,) ~ &yqöyPX ■ ■ ■ 0yr, " tfy9 \#yPl ■ ■ ■ $yj

+ Vektor des 7i2...t.

Wir schreiben (14) anders

ö'+1Xi

(14') —(-:-)
&yq \ &yP1 • • • «?yP</ &yq&yPl ■ ■ • &yPt

+ Vektor des 7i2...(.

Daraus folgt durch Differentiation nach yr

&*+sXi# r & /    d'xi     yi _

&y, Uy9 \t?yPl • ■ • &yVt )\ &y,i(15) #yr Uy„ \t?yPl • ■ • &yvJ}    #y,#y9#yPl ■ • ■ &yPt

+ Vektor des 7i2...(+i,
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und weiter durch Projektion in den 7(+2

(16) - —(-:-) =-
dy, \-&yq \$yPl ■ ■ ■ $yvJA       dyrdyqdyPl ■ ■ ■ dyVt

-1+2

Aus (12) und (16) folgt die Symmetrie der linken also auch der rechten Seite

von (16) in r und q.

Wir erhalten weiter aus (14'), bei Benutzung von (13) (für /+1 statt /)

(17) -(:-) =-h Vektor des 7i2...<,
dyq \dyPl ■ ■ ■ üyVt)    $yq$yPX • ■ • dyPl

was durch Differentiation und darauf folgender Projektion in den 7t+2

tm   -\-(   "*   Yl   --*-( )
0y, Uy« \&yPl ■ ■ ■ &yPl JA dyr \dyqdyPl ■ ■ ■ &yVtJ

-t+2 -1+2

gibt, also (16),

(19) -(-) =

öt+iXi

&yJyadyPl ■ ■ ■ tfyft

1+2

Haben wir gezeigt, dass

&t+1Xi

dyqdyPi • ■ ■ &yPt

in den unteren Indizes symmetrisch ist, so folgt die Symmetrie der rechten

Seite von (19) in den Indizes q, pi, • • • ,pt- Aber wir zeigten soeben auch die

Symmetrie in q und r. Das heisst also, da (/ = 1) &Xil$y$yp (offenbar) sym-

metrisch ist, dass die Grössen (8) symmetrische Flächentensoren darstellen.

Wir haben damit alles hergeleitet, was nötig ist, um die Verhältnisse aus

dem euklidischen 7?n auf unseren Fall zu übertragen. Die Masstensoren der

7^-Räume sind wie dort
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und aus ihnen werden die Grundtensoren wie dort durch symmetriesieren

gewonnen. Die Frenet-Gleichungen §3 (11) ersetzt man durch ein völlig

gleichgebautes System, nur dass für das gewöhnliche Differential auf der

linken Seite das absolute Differential zu setzen ist. Dasselbe gilt für die Ne-

benbedingungen §4 (2), und für die wichtigen Formeln (5) und (7) des §4

erhalten wir dieselben Ausdrücke.

Was die Integrabilitätsbedingungen des neuen Systems der Frenet-

Gleichungen betrifft, so lauten sie bis auf die zweite (nach (12)) genau wie

die für den euklidischen Fall abgeleiteten.

Nur die der Gleichung ((15), §4) entsprechende lautet jetzt etwas anders,

da der der Gleichung (§4 (13)) entsprechende Ausdruck für absolute Ablei-

tungen jetzt nicht Null ist, sondern gleich ist der rechten Seite von (12).

Aber an den Überlegungen, die dort zum Ziele führten, ist nichts zu ändern.

Sie liefern genau wie dort den Beweis der Theoreme.

Institute for Advanced Study,

Princeton, N.J.


